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Лабораторна робота №1 

Основні функції системи комп’ютерної математики 

MathCAD. Обчислення в системі MathCAD 

Тема: Знайомство з пакетом MathCAD й огляд можли-

востей програми. 

Мета: Набути основних навичок роботи в системі 

MathCAD.  

Завдання 1 

Запустіть програму MathCAD за допомогою ярлику на робочому столі 

або меню Пуск   Всі програми  MathSoft Apps  MathCAD  

MathCAD 13. 

 

Рис.1. Структура робочого вікна програми MathCAD. 

Уважно ознайомтеся з виглядом робочого вікна програми, зверніть 

увагу на елементи інтерфейсу, що співпадають з відомими Вам програма-

ми Office й на відмінні особливості інтерфейсу математичного пакета. 

Д о в і д к о в а  і н ф о р м а ц і я :   

Структуру робочого вікна MathCAD можна бачити на рис.1. Воно, як і 

вікно будь-якої програми Windows, складається з наступних основних еле-

ментів: заголовок вікна – верхній рядок вікна, де розташовані (зліва напра-
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во) піктограма та назва програми, ім’я відкритого документа, справа – 

кнопки системного меню (зміни розмірів, згортання, закриття).  

У рядку текстового меню MathCAD згруповані команди за розділами: 

Файл (File), Редагування (Edit), Вигляд (View), Вставка (Insert), Формат 

(Format), Сервіс (Tools), Символіка (Symbolics), Вікно (Window), Довідка 

(Help). Нижче рядку меню розташовані панелі інструментів Стандартна й 

Форматування. Панель інструментів Стандартна містить кнопки для здійс-

нення стандартних операцій з файлами документів (відкриття, збереження, 

створення нового документа, друк, попередній перегляд, масштаб, коман-

ди роботи с буфером обміну і т.ін.). Слід зазначити характерні саме для 

MathCAD операції, що віднесені на цю панель. Це вставка вбудованої фун-

кції – , вставка одиниць вимірювання –  й обчислення робочого ар-

куша  – .  

За допомогою панелі інструментів Форматування можна налаштувати 

параметри шрифту та абзацу. 

Найбільшу частину вікна займає аркуш документа – робоча область 

програми, де виконуються всі обчислення. Розрахунки в MathCAD дуже 

полегшуються, якщо використовувати математичні панелі інструментів, 

кнопки виклику яких знаходяться на панелі інструментів Математика 

(Math). Кожна з цих панелей призначена для виконання операцій певної 

категорії.  

Калькулятор (Calculator) містить набір арифметич-

них інструментів, а також кнопки деяких найбільш часто 

вживаних функцій.  

 

Панель графіків – Graph, склада-

ється з кнопок виклику шаблонів по-

будови різноманітних видів графіків: 

декартових, полярних, ліній рівня, по-

верхонь і т.ін.  

Панель векторних та матричних операцій (Matrix) 

призначена для введення матриць і векторів та ви-

конання з ними стандартних операцій (обернення, 

транспонування, вибір компоненти, обчислення 

векторного й скалярного добутку, і т.ін.) На цій 

самій панелі знаходиться кнопка вводу дискретно-

го аргументу . 
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Панель Evaluation (обчислення) містить кно-

пки операторів локального й глобального присво-

єння, знаки рівності й символьної рівності (обчис-

лення), і т.ін. 
 

Панель операцій математичного аналізу 

(Calculus) дозволяє знаходити границі, похідні и 

первісні (інтеграли) функцій, визначені інтеграли, 

а також добутки та суми рядів. На ній також зна-

ходиться кнопка введення знаку  (нескінчен-

ність).  

Панель відношень (Boolean) містить знаки 

операцій булевої алгебри (логічні оператори): опе-

ратори порівняння, заперечення, кон’юнкції (логі-

чне І), диз’юнкції (логічне АБО) та інші логічні 

оператори.  

За допомогою кнопок панелі програмування 

(Programming) безпосередньо у документі 

MathCAD можна створювати підпрограми для ви-

конання тих чи інших операцій з обчислення або 

виконання інших дій. Кожна кнопка цієї панелі 

викликає той чи інший оператор програмування. 
 

Панель грецьких літер 

(Greek) дозволяє використову-

вати в іменах змінних (чи фун-

кцій користувача) символи не 

тільки латинці або кирилиці. 

 

 

Ключові слова символьних обчислень розта-

шовані на математичній панелі інструментів 

Symbolic. Це кнопки найбільш часто вживаних 

вбудованих функцій MathCAD. 



 6 

Завдання 2 

Засвойте порядок проведення простих арифметичних обчислень в 

MathCAD. Обчисліть значення таких виразів: 

;  ;  ;  ;

 

;  . 

Для отримання першого результату наберіть з клавіатури послідов-

но: 25, +, 12, /, 3, =. Для введення можна також використовувати матема-

тичну панель інструментів Calculator. Після введення знаку рівності на ек-

рані повинен з’явитися результат (29). Якщо цього не сталося, перевірте, 

чи увімкнено в Вашому документі автоматичну калькуляцію (Automatic Cal-

culation) –  ця опція знаходиться у розділі Tools  Calculate   Auto-

matic Calculation  головного меню MathCAD. 

Другий результат обчисліть двома способами: з використанням стан-

дартного знаку рівності (=) й символьного ( ), що знаходиться на матема-

тичній панелі інструментів Evaluations (Обчислення). Зверніть увагу, що в 

першому випадку розрахунки виконуються приблизно з точністю 0.0001, а 

в другому точно й результат відображається у вигляді неправильного дро-

бу. 

При обчисленнях можна відображати одночасно обидва результати, 

використовуючи послідовно спочатку символьний знак рівності, а потім 

звичайний: 

7

13
35

462

13
35.538

 

Значення останніх чотирьох виразів знайдіть у символьному й чисель-

ному (приблизному) вигляді. 

Завдання 3 

Щоб ознайомитися з правилами використання змінних в MathCAD 

розв’яжіть задачу за описом, що наведено нижче:  

Знайти площу й довжину кола, що має радіус 0,0213. (Площа кола S 

обчислюється за формулою r2, довжина кола l дорівнює 2 r, де r – радіус 

кола) 

25
12

3

7

13
35

45
3

255 46 2

3

125 sin
2

0.82
4

78.4 e

1

2

2

log 5( )

sin
5

4

ln e
5

3
2
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Почнемо з вводу змінної r. Для цього введіть з клавіатури послідовно 

r, : (після вводу символу двокрапка на екрані з’явиться знак присвоєння 

:=), потім число 0.0213. Знак присвоєння можна також ввести, використо-

вуючи панель Calculator (Калькулятор) або панель Evaluation (Обчислення). 

Далі введемо змінну S, що позначає площу: S r
2
. В цьому ж бло-

ці можна й обчислити значення S у символьному вигляді, натиснувши знак 

 після формули. Якщо необхідно отримати чисельний результат, наберіть 

окремо S = .  

Аналогічно вводимо змінну l й обчислюємо її значення. 

Якщо Ви виконали правильно всі вказівки, повинні отримати таке: 

 

Примітка: Якщо Ви використовуєте при обчисленнях змінні, то за-

вдання змінної (надання їй якого-небудь значення) обов’язково повинно 

передувати (тобто бути розташовано вище чи зліва) її використанню у фо-

рмулах. 

Завдання 4 

Знайдіть площу й довжину кола,що має радіус 0,2;  

площу та довжину кола, що має радіус 5,55. 

Завдання 5 

Знайдіть відстань h, що здолана матеріальним тілом при падінні у 

вакуумі, якщо час падіння  дорівнює 5 секунд, прискорення вільного падіння 

g прийміть рівним 9,8 м/сек2. (Відстань дорівнює .) 
g

2

2



 8 

Завдання 6 

Знайдіть значення границь у символьному і чисельному вигляді: 

, ,  , 

. 

Для введення спеціальних знаків використовуйте математичну па-

нель інструментів Calculus. 

Приклад обчислень: 

 

Завдання 7 

Обчисліть визначені інтеграли: 

Вычислите определенный интеграл 

2

2

xcos
x

2
d ;  

3

2

xsin x( ) d ; 
0

2

xf x( ) d , де f(x) = x
2
 – 6x+5;

 

0

xf x( ) d , де підінтегральна функція дорівнює x
2

2 x 5 e

x

2
. 

Скористайтеся математичною панеллю інструментів Calculus та зна-

ками символьної та звичайної рівності. 

Приклад обчислень: 

 

Завдання 8 

Знайдіть первісні функцій: 

exp
x

2
x,

  

1

1 x
2,

  
sin x

1

2
.
 

n

1
1

n

n

lim
0x

atan 2 x( )
2

3 x sin x( )
lim

x

2 x 3

2 x 1

x 4

lim

1x

2

x
2

1

1

x 1
lim
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Скористайтеся математичною панеллю інструментів Calculus для 

введення знаку інтеграла й символьним знаком рівності для отримання ре-

зультату. 

Завдання 9 

Знайдіть похідні першого та  другого порядку від наступних функцій: 

exp
x

2
x
,  

1

1 x
2
,  

sin x
1

2 . 

Використовуйте математичну панель інструментів Calculus для вве-

дення оператора похідної та символьний знак рівності для отримання ре-

зультату. 

Завдання 10 

Побудуйте графік функції sin(x) на інтервалі зміни аргументу від –2  до 

2 . 

Для цього спочатку визначте функцію f x( ) sin x( ). Потім увімкніть 

математичну панель інструментів Graph й виберіть на ній інструмент ―дека-

ртов графік‖ (X-Y Plot) – . На аркуші з’явиться шаблон для побудови 

графіка з пустими полями знизу та зліва від області побудови графіку. У 

полі, що нижче необхідно ввести ім’я аргументу (х), а в полі, що зліва – 

им’я функції ( f(x) ). Потім натиснути <Enter> на клавіатурі.  

Якщо Ви виконали інструкції вірно, на аркуші документа MathCAD ві-

добразиться наступне:  

f x( ) sin x( )

10 0 10
1

0

1

f x( )

x  

Зверніть увагу, що за замовчанням використовується діапазон зміни 

аргументу х від –10 до 10, а діапазон зміни функції – від її мінімального до 

її максимального значення на цьому інтервалі (від –1 до 1). 
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Рис.2. Зміна діапазону значень аргументу функції для ві-

дображення на декартовому графіку. 

Щоб змінити діапазон аргументу, клікніть один раз лівою клавішею 

миші на області побудови графіка. При цьому активуються для редагування 

поля для лівої та правої границь діапазону (дивись позицію курсору на 

рис.2). Введіть в ці поля нові значення. Аналогічно можні змінити верхню 

та нижню границі діапазону значень функції. 

Завдання 11 

Побудуйте графіки функцій: 

asin x 1( ) x
2
;   acos x 5( ) x

2

8
;  x sin x

2
;  

e
x
2

 при х від –2,5 до 2,5; 

1

2

e

x
2

2
 при х, що змінюється від –2,5 до 2,5, та діапазоні зміни зна-

чень функції від –0,1 до 0,5. 

Завдання 12 

Побудуйте графіки функцій f x( ) sin 2x
3

 й g x( ) cos
x

2 5

1

2,
 роз-

ташувавши лінії графіків в одній області побудови. 

Для того щоб відобразити графіки декількох функцій на одній області 

побудови, вкажіть імена функцій у відповідному полі через кому. Напри-

клад, як показано на рис.3. 



 11 

f1 x( ) e
x

2

f2 x( ) sin 3x
8

0.95 f3 x( )
x

2

6

4 2 0 2 4

0

1

2

f1 x( )

f2 x( )

f3 x( )

x  

Рис.3. Відображення декартових графіків декількох функ-

цій на одній області побудови. 

Примітка: Щоб змінити параметри форматування графіка, необхід-

но виконати подвійний клік лівою клавішею миші на області побудови, ви-

кликавши таким чином вікно його параметрів. За допомогою вкладки X-Y 

Axes (Осі X-Y) цього вікна налаштовуються вигляд осей, шкали, ліній сітки 

(grids), i т.ін. Відкривши вкладку Traces (Лінії), можна змінити вигляд кож-

ної лінії з тих, що відображені на графіку. Вкладка Labels (Заголовки чи 

Примітки) дозволить задати заголовок графіку або підписи до координат-

них осей. 

Завдання 13 

Розв’яжіть систему нелінійних рівнянь: 
27cos

25sin
2

3

xy

yx
. 

Стандартний метод розв’язку рівнянь та систем – конструкція (блок 

розв’язку) Given—Find. Для її коректного використання виконайте наступні 

кроки.  

1. задайте початкові значення змінним х та у, що їх треба відшукати: 

x 1 y 1
 

2. введіть оператор Given за допомогою клавіатури, а потім саму систему: 

Given

x
3

sin y( ) 25

y
2

cos x( ) 27 

Коли друкуєте рівняння, використовуйте знак так званого «жирного» 

рівняння – логічний оператор «дорівнює». Його треба вводити за допомо-

гою відповідної кнопки на математичній панелі інструментів Boolean (Бу-

лево, Логічне) або сполучення клавіш Ctrl + =. 



 12 

3. використайте функцію Find для знаходження розв’язку системи: 

Find x y( )
2.96

5.101 . 

Аргументами функції Find слугують невідомі змінні (в нашому випад-

ку вказуємо через кому х та у). Після натиснення знака рівності на екрані 

з’явиться вектор відповідей, перша компонента якого – значення невідомої 

змінної х,  друга – значення невідомої змінної у. 

Завдання 14 

Знайдіть розв’язки таких систем: 

1sin

5cos
23

32

tw

wt
; 

25.4627010010

25.41685

25.422305

qhz

z

qz

. 
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Лабораторна робота №2 

Побудова математичних моделей і розв’язок медико-

фармацевтичних задач на основі систем лінійних рівнянь  

Тема: Різні методи розв’язання систем лінійних рів-

нянь засобами пакету MathCAD. 

Мета: Набути навичок побудови математичних моде-

лей задач, що дозволяють представлення у ви-

гляді систем лінійних рівнянь, їх розв’язання в 

MathCAD та вірного трактування результатів.  

Завдання 1 

Складіть математичну модель наступної задачі та розв’яжіть її засобами 

MathCAD. 

Для виробництва препаратів А, В та С використовуються компоненти 

(сировина) 1, 2 та 3. Запас цих компонентів в тоннах складає  Z1, Z2 і Z3  відпо-

відно. Для виготовлення однієї таблетки препарату А необхідно а1 мг компо-

ненту 1, а2 мг компоненту 2 й а3 мг компоненту 3. Аналогічні величини відомі 

для препаратів В та С: b1, b2, b3 й с1, с2, с3.  

Необхідно визначити, скільки таблеток кожного препарату можна ви-

готовити, якщо використати усі запаси сировини, що є у наявності.  

Значення параметрів аi, bi, сi та Zi  (i=1, 2, 3) наведені в таблиці 1. 

Таблиця 1. 

 Витрати сировини (мг) на одну таблетку препарату Запаси  

сировини (т)  Препарат А Препарат В Препарат С 

Сировина 

1 
1 2 3 9 

Сировина 

2 
3 2 1 12 

Сировина 

3 
2 3 1 9 

Складання математичної моделі задачі, що поставлено, почнемо з 

введення невідомих, які треба визначити. Позначимо х – кількість таблеток 

препарату А, які можна виготовити з сировини, що є у наявності, у – кіль-

кість таблеток препарату В    та z – кількість таблеток препарату С. Тоді кі-

лькість мг сировини 1, що використовується для виготовлення х таблеток 

препарату А, у таблеток препарату В та z таблеток препарату С може бути 

підрахована як сума доданків: zcybха 111 . Аналогічно, кількість мг 

сировини 2, що використовується для виготовлення х таблеток препарату 
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А, у таблеток препарату В та z таблеток препарату С  дорівнює 

zcybха 222
; а також  кількість мг сировини 3, що використовується 

для виготовлення х таблеток препарату А, у таблеток препарату В   та  z 

таблеток препарату С  дорівнює zcybха 333
. Виходячи з умови, що 

використані усі запаси компонентів 1, 2 та 3, що складають Z1, Z2 та Z3 

тонн відповідно, можемо прирівняти 6

1111 10Zzcybха ; 

6

2222 10Zzcybха  та 6

3333 10Zzcybха . 

Таким чином, підставляючи конкретні значення параметрів аi, bi, сi    

та Zi   з таблиці 1, отримуємо математичну модель нашої задачі у  вигляді 

системи лінійних рівнянь: 

6

6

6

10932

101223

10932

zyх

zyх

zyх

. 

Розв’язок отриманої системи засобами MathCAD можливий декілько-

ма способами: 

1-й спосіб (блок розв’язку Given—Find). Застосування конструкції 

Given—Find для розв’язку системи лінійних рівнянь показано на рис.4.  

 

Рис.4. Використання конструкції Given—Find для розв’язку 

системи лінійних рівнянь. 
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2-й спосіб (Метод Крамера). Реалізація методу Крамера в системі 

MathCAD виглядає наступним чином. 

Записуємо матрицю системи А та вектор правих частин рівнянь b: 

  

 

  

 

Зарезервованій змінній ORIGIN, що відповідає за початок відліку ну-

мерації компонент матриці, задаємо значення 1: 

 

За допомогою вбудованої функції augment cкладаємо 3 3 –матрицю 

A1, яка є матрицею системи, перший стовпчик якої замінено на вектор b: 

. 

Аналогічно визначаємо матриці А2 та А3, в яких вектор b підставля-

ється замість другого та третього стовпчика матриці системи відповідно: 
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Далі обчислюємо визначники (детермінанти) матриць А, А1, А2, А3  

та знаходимо розв’язок системи за правилом Крамера: 

 

. 

3-й спосіб (Метод Гауса). У лінійній алгебрі метод Гауса зводиться до 

приведення розширеної матриці системи до діагонального виду за допомо-

гою лінійних перетворень над її рядками. Розв’язком системи є останній 

стовпчик діагоналізованої матриці. У MathCAD’і діагоналізацію матриці мо-

же бути здійснено за допомогою вбудованої функції rref, а її стовпчик ви-

лучено за допомогою кнопки  на панелі інструментів векторних та мат-

ричних операцій (Matrix). 

Таким чином, необхідно ввести матрицю системи й вектор правих 

частин рівнянь: 

, 

скласти розширену матрицю системи: 

, 

та діагоналізувати її: 
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, 

потім вивести на екран відповідь за допомогою вилучення останньо-

го стовпця отриманої матриці: 

. 

4-й спосіб (матричний). Сутність матричного методу міститься в то-

му, що система лінійних рівнянь записується у вигляді: А s = b, де А – мат-

риця системи, b – вектор-стовпчик правих частин рівнянь, s – вектор неві-

домих змінних (в нашому випадку це вектор-стовпчик із компонентами x, y, 

z). Тоді розв’язок системи знаходиться за формулою: bAs
1 . Реалізація 

в MathCAD матричного методу розв’язку системи лінійних рівнянь виглядає 

таким чином: 
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5-й спосіб (функція lsolve). Задавши матрицю системи (А) і вектор 

правих частин рівнянь (b), можна знайти її розв’язок за допомогою вбудо-

ваної функції lsolve:  

 

Таким чином, відповідь задачі така: використавши усі запаси трьох видів 

сировини можна виготовити 3 250 000 таблеток препарату А, 250 000 таб-

леток препарату В та 1 750 000 таблеток препарату С.  

Д о в і д к о в а  і н ф о р м а ц і я :   

Як легко побачити, останні два способи розв’язання систем лінійних 

рівнянь є найпростішими (нетрудоємними) для реалізації в системі 

MathCAD. Реалізація конструкції Given—Find потребує в порівнянні з ци-

ми методами набагато більше часу, однак вона є достатньо наочною й не-

замінною, якщо треба знайти розв’язок системи у випадку, коли він не є 

єдиним. 

Завдання 2 

Складіть математичну модель наступної задачі та розв’яжіть її засобами 

MathCAD. 

Визначити, яка кількість меланжу (суміш Н2O – 8%, HNO3 – 83% й H2SO4 – 

9%), оленуму (H2SO4 – 100%) й відробки сірчаної кислоти (суміш Н2O – 24% та 

H2SO4 – 76%) потрібно для формування 1,2 кг нітруючої суміші з такими пара-

метрами: Н2O – 22%, HNO3 – 16%,  H2SO4 – 62%. 

Позначимо х – вагу (кг) меланжу, яка необхідна для виготовлення 

нітруючої суміші із параметрами, що потрібні, у – вагу (кг) оленуму, z – ва-

гу (кг) відробки сірчаної кислоти. Тоді вага води у готовій нітруючій суміші 
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дорівнює z,yх, 2400080  кг (як вага води, отриманої з кожного ком-

поненту суміші), що з іншого боку повинно дорівнювати 21220 ,,  кг. Анало-

гічно, вага азотної кислоти (HNO3) у готовій нітруючій суміші дорівнює 

zyх, 00830  кг (як вага азотної кислоти, що отримана з кожного ком-

поненту суміші), що з іншого боку повинно дорівнювати 21160 ,,  кг; вага сі-

рчаної кислоти (H2SO4) в готовій нітруючій суміші дорівнює 

z,y,х, 760001090  кг (як вага сірчаної кислоти, отриманої з кожного 

компоненту суміші), що з іншого боку повинно дорівнювати 21620 ,,  кг. 

Таким чином, отримуємо математичну модель нашої задачі у вигляді 

системи лінійних рівнянь: 

216207601090

2116000830

212202400080

,,z,yх,

,,zyх,

,,z,yх,

. 

Розв’яжіть цю систему одним з описаних у попередньому завданні спосо-

бів (будь-яким). (Розв’язок системи матричним способом наведено на рис.5.) 

 

Рис.5. Матричний спосіб розв’язку системи лінійних рів-

нянь. 

Як бачимо, розв’язок системи: х=0,2313, у= –0,0542, z=1,0229. Беручи до 

уваги фізичний сенс невідомих (це вага компонентів нітруючої суміші) і 
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те, що компонента у, що позначає вагу оленуму, є від’ємною, робимо ви-

сновок, що задача не має розв’язку (нітруючу суміш із завданими парамет-

рами приготувати неможливо). 

Завдання 3 

Складіть математичну модель поданої задачі й розв’яжіть її засобами 

MathCAD. 

В аптеці є запас чотирьох видів лікарських трав: листя кропиви, квіти 

ромашки лікарської, листя подорожника та шишки хмелю. Визначити, скільки 

кілограмів кожного виду трав має в запасі аптека, якщо відомо, що: 

1) якби шишок хмелю було б у 9 разів більше, то сумарна вага шишок хме-

лю й подорожника складала б 1 кг; 

2) загальна вага листя кропиви й подорожника на 12 кг більше, ніж подво-

єна вага квітів ромашки й вага шишок хмелю, помножена на чотири; 

3) вага листя подорожника на 4 кг менше, ніж вага квітів ромашки й по-

троєна вага шишок хмелю; 

4) якби шишок хмелю було б у 12 раз більше, то сумарна вага шишок хме-

лю й квітів ромашки лікарської складала б 7 кг. 

Для складання математичної моделі задачі позначимо х1 – вагу листя 

кропиви, х2 – вагу квітів ромашки лікарської, х3 – вагу листя подорожника, 

х4 – вагу шишок хмелю й запишемо відомі умови 1) – 4) у вигляді рівнянь:  

1) 19 34 хх ; 

2) 4231 4212 хххх ; 

3) 423 34 ххх ; 

4) 712 24 хх . 

Перенісши невідомі змінні до лівих частин рівнянь, отримуємо мате-

матичну модель задачі у вигляді системи лінійних рівнянь: 

712

43

1242

19

42

432

4321

43

xx

xxx

xxxx

xx

. 

 

Д о в і д к о в а  і н ф о р м а ц і я  ( і с н у в а н н я  і  є д и н і с т ь  р о з в ’ я з к у  

с и с т е м и  л і н і й н и х  р і в н я н ь ) :   

Не усі системи лінійних рівнянь мають розв’язок. З іншого боку зу-

стрічаються й такі системи, що мають нескінчену множину розв’язків. То-
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му, строго кажучи, перед розв’язанням будь-якої системи лінійних рівнянь 

необхідно перевірити існування та єдиність її розв’язку (чого ми не робили 

при вирішенні перших двох задач цього заняття). Далі наведемо необхідні 

відомості з лінійної алгебри, що стосуються існування та єдиності 

розв’язку системи лінійних рівнянь. 

Нехай є система n лінійних рівнянь з n невідомими (х1, х2, …, хn): 

nnnnnn

nn

nn

bxa...xaxa

.........

bxa...xaxa

bxa...xaxa

2211

22222121

11212111

. 

Матриця 

nnnn

n

n

а...аа

............

а...аа

а...аа

А

21

22221

11211

 розміру n n, що складається з коефіціє-

нтів рівнянь при невідомих змінних х1, х2, …, хn називається матрицею си-

стеми лінійних рівнянь. 

Матриця 

nnnnn

n

n

b

...

b

b

а...аа

............

а...аа

а...аа

*А
2

1

21

22221

11211

, стовпчиками якої є стовпчики мат-

риці А і вектор-стовпчик вільних членів, називається розширеною матри-

цею системи лінійних рівнянь. 

Рангом матриці називається максимальна кількість її лінійно незале-

жних стовпчиків (чи рядків).  (Два вектори є лінійно незалежними, якщо 

один не може бути отримано з іншого шляхом елементарних перетворень, 

тобто додаванням та/або множенням на скаляр.)  

Теорема Кронекера—Капелі (існування розв’язку системи лінійних 

рівнянь). Необхідною і достатньою умовою існування розв’язку системи 

лінійних рівнянь А х=b є умова рівності рангів матриці системи й розши-

реної матриці системи.  

Теорема (єдиність розв’язку системи лінійних рівнянь). Якщо в сис-

темі лінійних рівнянь А х=b визначник квадратної матриці А не дорівнює 

нулю, то система має єдиний розв’язок х=А
– 1

b. 

 

Перевіримо існування розв’язку системи лінійних рівнянь, що лежить 

в основі нашої задачі. Для цього виконаємо такі дії (дивись рис.6) : 
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1) запишемо матрицю системи А і вектор-стовпчик b правих частин 

системи;  

2) потім за допомогою функції augment cкладемо розширену матри-

цю системи С;  

3) використавши функцію rank знайдемо ранги матриць А та С  

Як бачимо, ранги матриці системи й розширеної матриці системи лінійних 

рівнянь не є рівними, звідки витікає, що задача не має розв’язку в силу не-

сумісності системи лінійних рівнянь, що лежить в основі її математичної 

моделі. 

 

 
Рис.6. Перевірка сумісності системи лінійних рівнянь. 
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Завдання 4 

Складіть математичну модель наступної задачі й вирішіть її засобами 

MathCAD. 

В процесі приготування мікстури використовуються три компоненти А, 

В і С, що складаються з однакових субстанцій r, p та q.  Компонент А склада-

ється з трьох частин субстанції r, шости частин субстанції p і шости частин 

субстанції q. Компонент В складається з двох частин субстанції r й чотирьох 

частин субстанції q. Компонент С складається з однієї частини субстанції r, 

однієї частини субстанції p і двох частин субстанції q. В результаті змішу-

вання компонентів субстанції r та q взаємно нейтралізуються, і в результаті 

отримують мікстуру, що містить тільки 7 частин субстанції р.  

Визначте, кількість кожного компонента, необхідного для приготування 

мікстури. 

Перед складанням математичної моделі задачі спочатку для наочно-

сті внесемо дані про склад компонентів і мікстури до таблиці (дивись таб-

лицю 2).  

Таблиця 2. 

Склад мікстури та її компонентів 

 
Субстанція 

r 

Субстанція 

р 

Субстанція 

q 

Компонент А 3 6 6 

Компонент В 2 0 4 

Компонент С 1 1 2 

Мікстура 0 7 0 

Якщо позначимо х1 – невідому кількість компонента А, необхідного 

для приготування мікстури, х2 – невідому кількість компонента В, х3 – неві-

дому кількість компонента С, то математична модель задачі може бути за-

писана у вигляді системи лінійних рівнянь, кожне з яких відповідає вмісту 

субстанцій r, p і q в мікстурі: 

0246

76

023

321

31

321

xxx

xx

xxx

. 

Перевірка існування і єдиності розв’язку системи лінійних рівнянь, що 

лежить в основі нашої задачі, наведена на рис.7.  
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Рис.7. Перевірка існування і єдиності розв’язку системи 

лінійних рівнянь. 

Як бачимо, розв’язок існує (ранги матриць А і С рівні), але він не єдиний 

(визначник матриці системи дорівнює нулю). 

Усі розв’язки системи можна знайти, виразивши дві з невідомих че-

рез третю, наприклад, виразити х1 та х2 через х3. Для цього з усіх перелі-

чених вище способів розв’язку систем лінійних рівнянь підійде лише блок 

розв’язку Given—Find. Його використання показано на рис.8.  

 

Рис.8. Розв’язок системи лінійних рівнянь у випадку не-

скінченної множини розв’язків. 

Таким чином, можемо сказати, що для приготування описаної мікстури 

можна брати будь-яку кількість компонента С (х3), а кількості компонентів  
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А і В брати у відповідності до кількості х3 за отриманими співвідношення-

ми: 

Кількість компонента А:  
6

7

6

1
31 хх .  

Кількість компонента В:  
4

7

4

1
32 хх .  

Однак, враховуючи, що кількість компонента С (х3) не може бути 

від’ємною, нескладно помітити, що за другою формулою ми завжди буде-

мо отримувати від’ємну кількість компонента В (х2). Звідси випливає, що 

мікстуру з описаними в цій задачі параметрами приготувати неможливо. 

 

Завдання для самостійної роботи 

Варіант 1 

Визначте витрати меланжу (суміш Н2O – 5%, HNO3 – 85% та H2SO4 – 10%), 

оленуму (H2SO4 – 100%) і відробки сірчаної кислоти (суміш Н2O – 30% і 

H2SO4 – 70%) для приготування 1,2 кг нітруючої суміші з наступними па-

раметрами: Н2O – 25%, HNO3 – 15%,  H2SO4 – 60%. 

Варіант 2 

Таблиця 3. 

Тип сировини Запас сировини, кг 

Витрати сировини у мг на 1 таблетку препа-

рату 

Р1 Р2 Р3 Р4 

S1 49,033 20,3 2,8 35 5,4 

S2 47,562 12,2 24,8 3,5 14,7 

S3 35,886 2,4 15,3 12,8 20,5 

S4 50,883 8,5 5,8 28,4 32,3 

Для виготовлення лікарських препаратів Р1, Р2, Р3 та Р4 використовується 

сировина чотирьох типів S1, S2, S3 та S4. Дані про запаси сировини на фаб-

риці й витратам сировини на одну таблетку кожного препарату наведені в 

таблиці 3. Визначте, яку кількість таблеток Р1, Р2, Р3 та Р4 можна випусти-

ти, використавши усю сировину, що є в наявності.  

Варіант 3 

Аптека №2 закуповує бальзам «Біттнера» у трьох постачальників: у голов-

ного аптечного складу по 5,50 грн. за флакон, у ВАТ «Здоров’я-М» по 4,95 

грн. за флакон, й у фірми «Фармас’ютикалз Ltd.» по 5,70 грн. за флакон. В 

попередньому місяці аптека зверталася до всіх трьох постачальників й ви-
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тратила на закупку бальзаму «Біттнера» 4,095 тис. грн.; однак, якби вона 

не робила закупки на головному складі, витрачено було б всього 3,27 тис. 

грн. Відомо також, що якби всі три фірми продавали препарат по 5 грн., то 

на закупку тієї ж самої кількості флаконів витрачено було б 3,75 тис. грн. 

Скільки флаконів бальзаму «Біттнера» було закуплено в кожного з поста-

чальників? 

Варіант 4 

На підприємство, де працюють співробітники чотирьох категорій привезли 

заробітну платню в купюрах такого номіналу: по 100 гривень – 1850 ку-

пюр,  по 50 гривень – 230 купюр, по 10 гривень – 250 купюр, по 1 гривні – 

740 купюр. Заробітна платня робітника 1-ї категорії складає 962 грн., 2-ї 

категорії – 713 грн., 3-ї категорії – 452 грн., 4-ї категорії – 261 грн. Визнач-

те, скільки співробітників кожної категорії працює на підприємстві, якщо 

кожному співробітнику видали зарплату мінімальною кількістю купюр. 

Розподіл купюр для заробітної платні кожної категорії наведено в таблиці 

4. 

Таблиця 4. 

Номінал 

купюр 

Загальна 

кількість  

купюр 

Розподіл купюр за категоріями 

1-ша кат. 2-га кат. 3-тя кат. 4-та кат. 

100 грн. 1850 9 7 4 2 

50 грн. 230 1 0 1 1 

10 грн. 250 1 1 0 1 

1 грн. 740 2 3 2 1 

Варіант 5 

В одному з цехів на хіміко-фармацевтичному виробництві працюють спів-

робітники наступних спеціальностей: хіміки-технологи, оператори верста-

тів із ЧПУ, інженери хімічної промисловості та робітники. Відомо, що зар-

плата технолога складає 113 у.о., оператора верстатів із ЧПУ – 167 у.о., ін-

женера – 3080 у.о., робітника – 99 у.о. Щоб видати зарплату співробітни-

кам цеху привезли купюри номіналом по 50, 10, 5 та 1 у.о., причому таким 

чином, щоб кожному співробітнику видати заробітну платню мінімальною 

кількістю купюр. Купюр номіналом по 50 у.о. було 97 штук, купюр номі-

налом по 10 у.о. – 122, купюр номіналом по 5 у.о. – 38, й купюр номіналом 

по 1 у.о.  – 165 штук. Визначте кількість хіміків-технологів, операторів ве-

рстатів із ЧПУ, інженерів хімічної промисловості і робітників у цеху. 
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Варіант 6 

Покупець придбав від кашлю 1 упаковку «Льодяників Доктора Тайса» і 1 

упаковку льодяників «Доктор Мом» й заплатив за покупку 14 гривень 50 

копійок. Однак за ту ж саму суму він міг би придбати 3 упаковки льодяни-

ків «Доктор Мом» й 2 упаковки таблеток «Пектусин», або, за ту ж саму 

суму, – 29 упаковок таблеток «Пектусин». Яка вартість кожного зі згада-

них в задачі препаратів? 

Варіант 7 

В таблиці 5 наведена поживна та енергетична цінність чотирьох продуктів, 

в таблиці 6 – добова потреба людини у поживних речовинах й енерговит-

рати в залежності від віку та роду занять. Визначте, якою кількістю даних 

у таблиці 5 продуктів можна забезпечити добові потреби дітей до 7 років у 

білках, жирах, вуглеводах і компенсувати енерговитрати.  

 

Таблиця 5. 

Продукти 

У 100 г продукту 

Білки, г Жири, г Вуглеводи, г 
Енергетична цін-

ність, ккал 

Хліб пшеничний 7,0 0 55 230 

Молоко 5,0 2,5 4,8 60 

Масло вершкове 1,0 97 0 780 

Картопля 2,0 0,1 19,7 90 

 

Таблиця 6. 

Вік та рід занять 

Добові потреби 

Білки, г Жири, г Вуглеводи, г 
Енерговитрати, 

ккал 

Діти до 7 років 70 65 250 1800 

Студенти 105 100 415 2900 

Дорослі (тяжка фізи-

чна праця) 
132 140 

635 4100 

Варіант 8 

В таблиці 5 наведена поживна та енергетична цінність чотирьох продуктів, 

в таблиці 6 – добова потреба людини у поживних речовинах й енерговит-

рати в залежності від віку та роду занять. Визначте, якою кількістю даних 
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у таблиці 5 продуктів можна забезпечити добові потреби студентів у біл-

ках, жирах, вуглеводах і компенсувати енерговитрати. 

Варіант 9 

В таблиці 5 наведена поживна та енергетична цінність чотирьох продуктів, 

в таблиці 6 – добова потреба людини у поживних речовинах й енерговит-

рати в залежності від віку та роду занять. Визначте, якою кількістю даних 

у таблиці 5 продуктів можна забезпечити добові потреби дорослих людей, 

що займаються тяжкою фізичною працею, у білках, жирах, вуглеводах і 

компенсувати енерговитрати. 

Варіант 10 

В аптеці «36,6» покупець витратив 8,80 грн., придбавши 2 упаковки аспі-

рину, 1 пачку чаю «Нефрофіт» і 1 флакон сиропу від кашлю «Пертуссін». 

Відомо, що в аптеці за рогом чай дешевше на 10%, а сироп дешевше на 

третину, й уся покупка обійшлась б у 7,44 грн. Однак, в центральній аптеці 

аспірин дорожче на 25 копійок, які складають третю частину його вартості 

в аптеці «36,6». Яка ціна за упаковку (флакон) кожного із згаданих препа-

ратів в аптеці «36,6»? 

Варіант 11 

Підприємством НВО «Фарм» використовується щодобово чотири види од-

накової сировини для виробництва чотирьох найменувань лікарських пре-

паратів. Витрати сировини (мг) на одну упаковку кожного препарату наве-

дені в таблиці 7. Щодобово витрачається сировини I – 240 г, сировини II – 

250 г, сировини III – 340 г, сировини IV – 420 г. Визначте, скільки упако-

вок кожного препарату виробляється кожної доби. 

Таблиця 7. 

Препарати 
Види сировини 

I II III IV 

Аспаркам 2 3 4 5 

Бісептол 1 2 5 6 

Валідол 7 2 3 2 

Цитрамон 4 5 6 8 
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Варіант 12 

Виробнича фірма «Доктор—А», що випускає п’ять найменувань лікарсь-

ких препаратів, працює увесь рік в режимі п’ятидобового робочого тижня. 

В таблиці 8 вказана виробнича потужність підприємства (упаковок за 

день). Всього в минулому році було випущено 124,4 тис. упаковок амідо-

пірину, 47,1 тис. упаковок барбамілу, 161,2 тис. упаковок стоптуссіну, 

146,9 тис. упаковок дриксенолу й 95,2 тис. упаковок фуросеміду. Визначте, 

скільки в минулому році було робочих понеділків, вівторків, серед, четвер-

гів та п’ятниць. 

Таблиця 8. 

Лікарські  

препарати 

День тижня 

Пн Вт Ср Чт Пт 

Амідопірин 400 500 300 600 700 

Барбаміл  200 400 300  

Стоптуссін 800 1500  400 600 

Дриксенол 300 1000 700 500 400 

Фуросемід 700 300 500 200 300 

Варіант 13 

Таблиця 9. 

Лікарські  

препарати 

Середня кількість продажів 

(100 упаковок в день) 

Пн Вт Ср Чт Пт 

Анальгін 1 1 3  3 

Сустак  1 4 3  

Простаплан 3 5  4 3 

Димедрол 1 1 5  2 

Но-шпа 2 3 2 2 3 

Аптека «Таблетки на Блюхера» працює п’ять днів на тиждень. В таблиці 9 

наведено середнєдобову кількість продажів п’яти препаратів аптекою за 

останній рік. Всього в минулому році було 53 робочих тижня, за які було 

продано 41,9 тис. упаковок анальгіну, 41,8 тис. упаковок сустаку, 77,2 тис. 

упаковок простаплану, 47,2 тис. упаковок димедролу й 62,2 тис. упаковок 

но-шпа. Визначте, скільки свят в минулому році випало на понеділок, вів-

торок, середу, четвер і п’ятницю. 
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Лабораторна робота №3 

Побудова математичних моделей і розв’язання медико-

фармацевтичних задач на основі нелінійних й трансценден-

тних рівнянь 

Тема: Чисельне розв’язання нелінійних рівнянь в паке-

ті MathCAD. 

Мета: Набути навичок складання математичних мо-

делей задач у вигляді нелінійних рівнянь, їх сим-

вольного й чисельного розв’язання засобами сис-

теми комп’ютерної математики MathCAD, пра-

вильного тлумачення й графічного відображення 

результатів.  

Завдання 1 

Складіть математичну модель поданої нижче задачі та розв’яжіть її. 

Зростання популяції мурашок описується рівнянням: 

tk

L

ec

P
tP

1
)( , 

де  Р – розмір популяції, 

 t – час розвитку популяції (місяці), 

РL – гранична кількість комах у популяції, 

с та k – параметри, що характеризують умови виживаності мурашника. 

Визначте, через скільки місяців популяція досягне 98% від свого граничного 

розміру при k=1,5, с=0,99 і РL=4000. 

Як бачимо, задача зводиться до знаходження невідомого t з рівнян-

ня:  Ltk

L P,
ec

P
980

1
  за відомих значень параметрів k, с та РL. 

Д о в і д к о в а  і н ф о р м а ц і я :   

Найпростіший спосіб відшукання кореня (чи коренів) будь-якого (в 

тому числі й нелінійного) рівняння – символьний розв’язок. Перевагою 

символьного розв’язку є те, що MathCAD видає значення одразу всіх коре-

нів рівняння (якщо рівняння має декілька коренів), причому с достатньо 

високою точністю. Для символьного розв’язку рівнянь у MathCAD 13 мо-

жна використовувати блок розв’язку Given—Find, або функцію solve.  

Використання конструкції Given—Find для розв’язку даної задачі по-

казано на рис.9. Використання функції solve для розв’язку даної задачі по-

казано на рис.10. 
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Рис.9. Символьний розв’язок нелінійного рівняння за допомогою 

блока розв’язку Given—Find. 

 
Рис.10. Символьний розв’язок нелінійного рівняння про популяцію 

комах з використанням функції solve. 
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Таким чином, можемо дати відповідь, що популяція досягне 98% від свого 

граничного розміру через приблизно 2,59 місяця. 

Завдання 2 

Складіть математичну модель даної нижче задачі у вигляді нелінійного рі-

вняння. Розв’яжіть нелінійне рівняння, що Ви отримали, за допомогою си-

мвольних обчислень (відшукайте усі корені). 

Динаміки концентрацій амфетаміну й метілфенідату гідрохлориду у 

плазмі крові за певного рівня кислотності ph описуються рівняннями: 

5377

6930

,

,

)( ph

t

aмфетамина etС
, 
t,

атаметилфенид e)t(С
3650

, 

де  С – концентрація препарату, 

  t – час після введення препарату (години), 

ph – кислотність. 

За умови, що спочатку пацієнтові було введено амфетамін, а рівно через 

2,5 години – метілфенідату гідрохлорид, визначте, через скільки годин після 

введення другого препарату концентрації в плазмі крові амфетаміну й меті-

лфенідату гідрохлориду співпадуть, якщо рівень кислотності ph=6,5. 

Математична модель задачі 2 може бути сформульована так: знайти 

невідоме (чи невідомі) значення часу t з рівняння  

)t(С),t(С атаметилфенидaмфетамина 52 . Її розв’язок за допомогою функції solve 

наведено на рис.11. 

 
Рис.11. Символьний розв’язок нелінійного рівняння про концент-

рацію препаратів у плазмі крові з використанням функції solve. 
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Таким чином, бачимо, що концентрації препаратів співпадуть тільки в 

один момент часу (рівняння має один корінь), а саме, через 0,77795 годин 

після введення метілфенідату гідрохлориду. 

Завдання 3 

Складіть математичну модель даної нижче задачі у вигляді нелінійного рі-

вняння. Розв’яжіть нелінійне рівняння, що Ви отримали (відшукайте всі 

корені). 

Дано каскад з N послідовних нейронів, що передають сінаптичний сигнал. 

Сигнал передається від одного нейрона іншому з однаковою затримкою у часі 

. В цьому випадку швидкість розповсюдження сигналу R як функція від часу t (у 

секундах) задається формулою: 

tN

e
t

tR
!

)(
10

1

. 

Визначте, в які моменти часу в каскаді з трьох нейронів швидкість роз-

повсюдження сигналу складе 5,27 10–7, якщо затримка =0,5.  

Математична модель задачі може бути сформульована так: знайти 

невідомі значення часу t з рівняння  710275,)t(R .  

Примітка. Тому що значення швидкості в цій задачі дуже малі (по-

рядку 10–7), для отримання точної відповіді при розв’язанні рівняння в 

MathCAD, обидві його частини слід помножити на 107, тобто розв’язувати 

рівняння R(t) 107=5,27. 

При розв’язанні цієї задачі символьним способом (дивись рис. 12) ми 

стикаємося з одним з його недоліків – серед отриманих коренів рівняння 

складно відокремити один корінь від іншого, а комплексні корені від дійс-

них. У подібних випадках, а також, коли символьні способи розв’язку не 

працюють взагалі, корені рівняння знаходять приблизно. 

 
Рис.12. Символьний розв’язок нелінійного рівняння в задачі про 

каскад нейронів. 
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Д о в і д к о в а  і н ф о р м а ц і я .  (Приблизне відшукання коренів нелінійних 

рівнянь.) 

При приблизному відшуканні коренів нелінійного рівняння спочатку 

визначають кількість дійсних коренів, а також їхні інтервали ізоляції. Для 

цього на одному графіку відображають криві, що відповідають лівій та 

правій частинам рівняння. Кількість точок перетину цих кривих, співпадає 

с числом дійсних коренів рівняння, а за значеннями абсцис цих точок мо-

жна сказати, чому приблизно дорівнюють корені, тобто зробити висновок 

про їхні інтервали ізоляції. Якщо ж криві, що відповідають лівій та правій 

частинам рівняння, взагалі не перетинаються, це означає, що рівняння не 

має дійсних коренів. 

Далі невідомій змінній, що відшукується, задають деяке початкове 

припущення, що дорівнює приблизному значенню одного з коренів (абс-

цисі однієї з точок перетину кривих на графіку). За заданого початкового 

припущення розв’язують нелінійне рівняння чисельно з використанням 

блоку Given—Find або функції root (при обчисленні використовується зви-

чайний знак рівності = замість символьного ). При чисельному 

розв’язанні в результаті ми отримуємо тільки один з коренів рівняння – 

той, що знаходиться ближче за всіх до заданого початкового припущення. 

Значення усіх коренів рівняння можна отримати послідовно, змінюючи 

початкове припущення.  

 
Рис.13. Графік лівої та правої частин рівняння в задачі 

про каскад нейронів. 
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Відобразимо на одному графіку криву функції f(t)=R(t) 107 й пряму 

у=5,27. Змінивши діапазони зміни аргументу для осей абсцис й ординат, 

настроїмо графік таким чином, щоб чітко побачити точки перетину ліній  

f(t) і у=5,27 (дивись рис. 13).  

Таким чином, після побудови графіків бачимо, що рівняння має два 

дійсних корені; перший корінь знаходиться біля значення 1, другий – біль-

ше 2, до 3. 

Примітка. Для того, щоб більш точно узнати значення абсцис точок 

перетину ліній f(t) й у(t), можна використати інструмент Тrace. Користува-

тися ним треба таким чином: натисніть на графіку праву клавішу миші й в 

контекстному меню виберіть команду Тrace… З’явиться вікно X-Y Trace. 

Мишею на графіку відмітьте точку, що Вас цікавить, й у вікні X-Y Trace Ви 

побачите її координати (дивись рис. 14). 

 

 

Рис.14. Використання інструменту Trace для визначення 

координат точки на графіку. 

 

 

Чисельне відшукання коренів нелінійного рівняння в нашій задачі 

про каскад нейронів з використанням блоку розв’язку Given—Find показано 

на рис.15. Як бачимо, для відшукання двох коренів рівняння конструкція 

Given—Find була використана двічі з різними початковими припущеннями 

кореня. 
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Рис.15. Використання конструкції Given—Find для чисель-

ного (приблизного) відшукання коренів рівняння в задачі 

про каскад нейронів. 

 

Д о в і д к о в а  і н ф о р м а ц і я .  (Використання функції root для приблизного 

відшукання коренів рівнянь.) 

Синтаксис функції root для відшукання кореня х рівняння f(x)=0, що 

знаходиться на інтервалі [a; b] такий:  root(f(х), х, a, b)=. 

Можна не вказувати границі інтервалу ізоляції кореня a і b, але тоді 

перед викликом root необхідно задати змінній х деяке початкове припу-

щення. 

 

Чисельне відшукання коренів нелінійного рівняння в нашій задачі 

про каскад нейронів з використанням функції root показане на рис.16 та 

17.  
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Рис.16. Використання функції root для відшукання корнів 

рівняння на заданому інтервалі в задачі про каскад ней-

ронів. 

 

Рис.17. Використання функції root для чисельного (приб-

лизного) відшукання коренів рівняння в задачі про каскад 

нейронів. 

 

Зверніть увагу, що перед розв’язанням рівняння R(t) 107=5,27 за до-

помогою функції root, ми привели його до вигляду: R(t) 107 – 5,27=0, та за-

писали його ліву частину в якості першого аргументу функції root. 

Для відшукання двох коренів рівняння функцію root, як і блок 

Given—Find, також необхідно використовувати двічі, вказуючи різні інтер-

вали ізоляції кореня (рис.16) або різні початкові припущення (рис.17). 
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Таким чином, можемо дати відповідь на поставлену задачу: існує два мо-

менти часу t1 і t2, в які швидкість розповсюдження сигналу в каскаді з 3 

нейронів складе 5,27 10
–7

:  t1=0,894  й  t2=2,333. 

Завдання 4 

Складіть математичну модель наведеної нижче задачі та розв’яжіть її. 

Виживаність деякої популяції мікроорганізмів )t(  залежить від часу t ро-

звитку популяції (дні) й описується функцією: 

505741123753051571719132 2356
,t,t,t,t,t,)t( . 

Визначте, через скільки днів виживаність популяції мікроорганізмів буде 

складати 0,5. 

 

Математична постановка цієї задачі може бути сформульована так: 

знайти усі дійсні невід’ємні корені рівняння 5,0)(t , що рівноважне відшу-

канню усіх дійсних невід’ємних коренів рівняння  

05841123753051571719132 2356
t,t,t,t,t, . 

Відмітимо, що в правій частині рівняння стоїть поліном шостого сту-

пеня, а в правій 0.  

 

Д о в і д к о в а  і н ф о р м а ц і я .  (Використання функції polyroots для 

розв’язання поліноміальних рівнянь.) 

Для відшукання коренів многочленів в  MathCAD є вбудована функція 

polyroots. Її синтаксис такий:   polyroots(v)= , де v – вектор-

стовпчик коефіцієнтів поліному.  

Якщо ступінь полінома дорівнює n, то вектор v має n+1 компонентів й 

формується за правилом: i-та компонента вектора v дорівнює коефіцієнту 

полінома при невідомій змінній у i-му ступені. 

 

Використання функції polyroots для розв’язання поліноміального рів-

няння в задачі, що розглядається, показане на рис.18. 
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Рис.18. Використання функції polyroots для відшукання 

коренів поліному. 

Як бачимо, рівняння має шість коренів, чотири з яких (перший, другий, че-

твертий і п’ятий) є комплексними. Третій корінь (t = –0,531) дійсний, але 

від’ємний. Таким чином, задача про виживаність популяції мікроорганіз-

мів має єдину відповідь: виживаність популяції буде складати 0,5 через 

8,649 днів. 

Завдання для самостійної роботи 

Варіант 1 

Формула, що описує проникність клітинної мембрани по відношенню до 

іонів натрію, виглядає так: 

INathtmзовнpNatpNa )()(3)( . 

Тут   t – час (у мілісекундах),  

  pNaзовн – проникність мембрани зовні клітини для іонів натрію, 

  INa – канали у мембрані для іонів натрію,  

  m

t

etm 1)( , h

t

eth )(   – рівняння кінетики відкриття й зачи-

нення воріт каналу мембрани по відношенню до іонів натрію, 

m, h – константи воріт каналу мембрани. 
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 Визначте момент часу, в який проникність мембрани по відношенню 

до іонів натрію складе 2 одиниці, при наступних значеннях парамет-

рів: m=2, h=0,75, INa=0,05, pNaзовн=200. 

 Відобразьте на одному графіку функцію pNa(t) та пряму у(t)=2. 

Варіант 2 

Формула, що описує проникність клітинної мембрани по відношенню до 

іонів калію, виглядає так: 

IKtitnзовнpKtpK )()(4)( . 

Тут   t – час (у мілісекундах), 

pКзовн – проникність мембрани зовні клітини для іонів калію, 

  IK – канали у мембрані для іонів калію,  

  n

t

etn 1)( , i

t

eti )(   – рівняння кінетики відкриття й зачинен-

ня воріт каналу мембрани по відношенню до іонів калію, 

n, i – константи воріт каналу мембрани. 

 Визначте моменти часу, в які проникність мембрани по відношенню 

до іонів калію буде дорівнювати 1, за наступних значень параметрів: 

n=3, i=4, IK=0,75, pКзовн =5. 

 Відобразьте на одному графіку функцію pК(t) та пряму у(t)=1. 

Варіант 3 

Формули, що описують проникність клітинної мембрани по відношенню 

до іонів натрію та калію, виглядають так: 

INathtmзовнpNatpNa )()(3)( , 

IKtitnзовнpKtpK )()(4)( . 

Тут   t – час (у мілісекундах), 

  pNaзовн, pКзовн – проникність мембрани зовні клітини для іонів 

натрію та калію, 

  INa, IK – канали в мембрані для іонів натрію та калію,  

  m

t

etm 1)( , h

t

eth )(   – рівняння кінетики відкриття й зачи-

нення воріт каналу мембрани по відношенню до іонів натрію, 

n

t

etn 1)( , i

t

eti )(   – рівняння кінетики відкриття й зачинен-

ня воріт каналу мембрани по відношенню до іонів калію, 

m, h, n, i – константи воріт каналу мембрани. 
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 Визначте момент часу, в який проникності мембрани по відношенню 

до іонів натрію та калію будуть дорівнювати одна одній, за таких зна-

чень параметрів: m=2, h=0,75, n=3, i=4, INa=0,05, IK=0,75, 

pNaзовн=200, pКзовн=5. 

 Відобразьте на одному графіку функції pNa(t) і pK(t). 

Варіант 4 

Рівняння Гольдмана—Ходкінга—Каца для потенціалу клітинної мембрани 

по відношенню до її проникності іонами натрію та калію, виглядає так: 

зовнKtpKзовнNatpNa

внутрKtpKвнутрNatpNa

F

T
RtE

)()(

)()(
ln)( . 

Тут    t – час (у мілісекундах), 

  R – універсальна газова константа, R=8,314 Дж/(К моль), 

  Т – температура клітини (у Кельвінах), 

  F – константа Фарадея, F=96500 С/моль, 

Naзовн, Naвнутр, Кзовн, Квнутр – концентрації іонів натрію та ка-

лію зовні та всередині клітини, 

  pNa(t), pK(t)  – проникності мембрани по відношенню до іонів 

натрію та калію: 

INathtmзовнpNatpNa )()(3)( , 

IKtitnзовнpKtpK )()(4)( ,  

де   pNaзовн, pКзовн – проникність мембрани зовні клітини для іонів 

натрію та калію, 

  INa, IK – канали у мембрані для іонів натрію та калію,  

  m

t

etm 1)( , h

t

eth )(   – рівняння кінетики відкриття й зачи-

нення воріт каналу мембрани по відношенню до іонів натрію, 

n

t

etn 1)( , i

t

eti )(   – рівняння кінетики відкриття й зачинен-

ня воріт каналу мембрани по відношенню до іонів калію, 

m, h, n, i – константи воріт каналу мембрани. 

 Визначте момент часу, в який потенціал проникності мембрани по ві-

дношенню до іонів натрію та калію буде дорівнювати нулю, за насту-

пних значень параметрів: Т=310, Naзовн=145, Naвнутр=14, Кзовн=4,5, 

Квнутр=157, m=2, h=0,75, n=3, i=4, INa=0,05, IK=0,75, pNaзовн=200, 

pКзовн=5. 
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 Відобразьте на одному графіку функцію Е(t) та пряму у(t)=0. 

Варіант 5 

Зростання кількості бактерій у популяції описується рівнянням: 

ta
eb

a
tf

1
)( , 

де  f – кількість бактерій у популяції (в тисячах), 

 t – час розвитку популяції (дні), 

а – гранична кількість бактерій у популяції (в тисячах), 

b – параметр, пов’язаний зі швидкістю розмноження бактерій. 

 Визначте, через скільки днів популяція буде нараховувати 1100 бакте-

рій, за таких значень параметрів: а=1,2, b=15,33. 

 Відобразьте на одному графіку ліву та праву частини рівняння, що Ви 

розв’язали.  

Варіант 6 

Розвиток деякої популяції мікроорганізмів можна описати рівнянням: 

1)(
)(

t
e

k
tf , 

де  f – кількість мікроорганізмів у популяції (в тисячах), 

 t – час розвитку популяції (дні), 

k – гранична кількість мікроорганізмів у популяції (у тисячах), 

1052
7

3 2 ,,)( ttt . 

 Визначте, через скільки днів популяція буде нараховувати 3300 мікро-

бів, при k=5,3. 

 Відобразьте на одному графіку функцію f(t) та пряму у(t)=3,3.  

Варіант 7 

В умовах задачі попереднього варіанту визначте моменти часу t, у які фун-

кція 80,)t( . Використайте функцію polyroots. 

Варіант 8 

 В умовах задачі з варіанту 6 визначте, через скільки днів кількість мі-

кроорганізмів у популяції буде дорівнювати 95% від граничного роз-

міру популяції, якщо k=8,97 й 01,0)3(13,2)( 3tt . 

 Відобразьте на одному графіку функцію f(t) та пряму на рівні 95% від 

граничної кількості мікроорганізмів у популяції.  



 43 

Варіант 9 

В умовах попередньої задачі визначте моменти часу t, у які функція 

070,)t( . Використайте функцію polyroots. 

Варіант 10 

Динаміка концентрації амфетаміну в плазмі крові при певному рівні кис-

лотності ph описується рівнянням: 

5377

6930

,

,

)( ph

t

etС , 

де  С – концентрація препарату, 

 t – час після введення препарату (години), 

ph – кислотність. 

 Визначте, через скільки годин концентрація амфетаміну в плазмі крові 

впаде до 80% від початкової при ph=6,5. 

 Відобразьте на одному графіку функцію С(t) та пряму на рівні 80% від 

початкової концентрації амфетаміну.  

Варіант 11 

 В умовах попередньої задачі визначте, через скільки годин концентра-

ція амфетаміну в плазмі крові впаде до 10% від початкової, якщо 

ph=7,5. 

 Відобразьте на одному графіку функцію С(t) та пряму на рівні 10% від 

початкової концентрації амфетаміну.  

Варіант 12 

 В умовах попередньої задачі визначте, через скільки годин концентра-

ція амфетаміну в плазмі крові зменшиться вдвічі в порівнянні з почат-

ковою його концентрацією, якщо кислотність ph=8,5. 

 Відобразьте на одному графіку функцію С(t) та пряму на рівні поло-

вини початкової концентрації амфетаміну. 

Варіант 13 

Динаміки концентрацій амфетаміну й метілфенідату гідрохлорида у плазмі 

крові при певному рівні кислотності ph описуються рівняннями: 

5,377

693,0

)( ph

t

etaмфетамінуС , 

tetатуметілфенідС 365,0)( , 



 44 

де  С – концентрація препарату, 

 t – час після введення препарату (години), 

ph – кислотність. 

 За умови, що спочатку пацієнтові було введено амфетамін, а рівно че-

рез 3 години – метілфенидату гідрохлорид, визначте, через скільки го-

дин після введення першого препарату концентрації у плазмі крові 

амфетаміну й метілфенідату гідрохлорида співпадуть, якщо рівень ки-

слотності ph=7,5. 

 Відобразьте на одному графіку функції Самфетаміну(t) та Сметілфеніда-

ту(t). 

Варіант 14 

Сила струму іонів кальцію на поверхні клітинної мембрани описується фо-

рмулою: 

ve

veзовнСавнутрCa
FvCaPvCaI

1
2)( . 

У цій формулі:    ICa – сила струму іонів кальцію, v – напруга, 

 РCa – проникність мембрани по відношенню до іонів кальцію, 

 Савнутр, Сазовн – щільність іонів кальцію всередині та зовні клітини 

(кількість іонів на одиницю площі поверхні клітинної мембрани), 

mV

TRv
vFF

2
)( ,  

де  Vm – одинична напруга частки активації, 

R – універсальна газова константа, R=8,314 Дж/(К моль), 

 Т – температура клітини (у Кельвінах). 

 Визначте значення напруги v, за яких сила струму іонів кальцію на по-

верхні клітинної мембрани буде нульовою, якщо РCa=0,3, Сав-

нутр=0,002, Сазовн=0,00005, Vm= –20, Т=310. 

 Відобразьте на одному графіку функцію ICa(v) та пряму y(v)=0. 

Варіант 15 

 В умовах попередньої задачі визначте значення напруги v, за яких си-

ла струму іонів кальцію на поверхні клітинної мембрани буде дорів-

нювати 0,02, якщо РCa=0,3, Савнутр=0,002, Сазовн=0,00005, Vm= –20, 

Т=310. 
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 Відобразьте на одному графіку функцію ICa(v) та пряму y(v)=0,02. 

Варіант 16 

Дано каскад з N послідовних нейронів, що передають сінаптичний сигнал. 

Сигнал передається від одного нейрона до іншого з однаковою затримкою 

у часі . В цьому випадку швидкість розповсюдження сигналу R як функ-

ція від часу t (у секундах) задається формулою: 

tN

e
t

tR
!

)(
10

1
. 

 Визначте, у які моменти часу в каскаді з 5 нейронів швидкість розпо-

всюдження сигналу складе 1,53 10
–6

, якщо  =2.  

 Відобразьте на одному графіку функцію R(t) та пряму y(t)= 1,53 10
–6

. 

Примітка. Тому що значення швидкості в цій задачі дуже малі (порядку 

10
–6

), для отримання точної відповіді при розв’язанні рівняння, обидві його 

частини слід помножити на 10
6
. 

Варіант 17 

 Визначте кислотність ph слабкокислого розчину з рівняння: 

0
)(

3,2

3,2
23,2

Ew
e

Kw
e

Ka

Kwe

ph

ph
ph

, 

де  Ew – концентрація кислоти дорівнює 0,1; 

Kа – константа дисоціації дорівнює 1,85 10
5
; 

Kw – іонний добуток води дорівнює 1 10
14

. 

Варіант 18 

В умовах попередньої задачі визначте іонний добуток води, якщо кислот-

ність дорівнює 2,5. 
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Лабораторна робота №4 

Побудова математичних моделей та розв’язання медико-

фармацевтичних задач на основі диференційних рівнянь  

Тема: Різні способи чисельного інтегрування диферен-

ційних рівнянь засобами комп’ютерної мате-

матики MathCAD. 

Мета: Набути навичок складання математичних мо-

делей задач у вигляді диференційних рівнянь, їх-

нього чисельного розв’язання засобам системи 

комп’ютерної математики MathCAD, правильно-

го тлумачення й графічного відображення ре-

зультатів.  

Ознайомтеся з різними способами розв’язання диференційних рівнянь у 

системі MathCAD на прикладі наведених нижче задач. 

Завдання 1 

Побудуйте модель динаміки щільності популяції бактерій за наступ-

них параметрів: 

 початкова кількість бактерій у популяції дорівнює 20; 

 коефіцієнт середнього періоду генерації а=2,2; 

 коефіцієнт смертності с=0,002. 

Д о в і д к о в а  і н ф о р м а ц і я .  (Динаміка популяцій.) 

Зміна кількості бактерій у популяції може бути описана диференцій-

ним рівнянням Ферхюльста:  

2BcBa
dt

dB
, (4.1) 

де а – коефіцієнт, що залежить від середнього періоду генерації, с – 

коефіцієнт смертності, В=В(t) – кількість бактерій у популяції в момент ча-

су t. Таким чином, похідну 
dt

dB
 можна трактувати як швидкість зміни числа 

бактерій у популяції. Доданок –с В
2
 описує внутрішньовидову конкурен-

цію й обумовлений обмеженістю ресурсів екологічної ніші, що займає по-

пуляція.  

Рівняння Ферхюльста з’явилося при дослідженні цим бельгійським 

математиком моделі росту чисельності населення (1838). Воно не враховує 

усі реальні фактори зміни кількості людської популяції та підходить для 

моделювання динаміки щільності популяції тільки у випадку поколінь, що 

http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A4%D0%B5%D1%80%D1%85%D1%8E%D0%BB%D1%8C%D1%81%D1%82,_%D0%9F%D1%8C%D0%B5%D1%80_%D0%A4%D1%80%D0%B0%D0%BD%D1%81%D1%83%D0%B0
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%94%D0%B5%D0%BC%D0%BE%D0%B3%D1%80%D0%B0%D1%84%D0%B8%D1%8F
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не перетинаються (тобто, коли батьки не живуть в той же час, що й нащад-

ки). Така ситуація характерна не тільки для популяцій деяких бактерій, але 

й для деяких (не всіх) жуків, метеликів, кальмарів и риб. 

За відсутності факторів негативного впливу на популяцію (немає вну-

трішньовидової конкуренції, смертність с=0) її чисельність зростає у від-

повідності до закону Мальтуса:  

Ba
dt

dB
 (4.2) 

Часто в літературі ця модель називається мальтузіанським зростан-

ням. Вона була історично першою математичною моделлю, що описує біо-

логічні суспільства (якщо не брати до уваги дослідження Фібоначчі попу-

ляції кроликів, що привели до його відомих чисел). 

Таким чином, нам необхідно знайти чисельний розв’язок диферен-

ційного рівняння (4.1) за параметрів а=2,2, с=0,002 та початкового зна-

чення функції В(0)=20. Чисельний розв’язок цієї задачі на основі методу 

Ейлера представлено на рис.19. Інший спосіб розв’язку на основі методу 

Рунге—Кутта з використанням функції Odesolve показано на рис.20. 

 
Рис.19. Чисельний розв’язок диференційного рівняння методом Ейлера. 
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Рис.20. Чисельний розв’язок диференційного рівняння за 

допомогою функції Odesolve. 

Завдання 2 

Створіть математичну модель зменшення концентрації основної ре-

човини глюкозаміну гідрохлориду протиартрозного препарату «Глюкопі-

рин для ін’єкцій 1.0» в процесі зберігання. На основі створеної моделі визна-

чте, через скільки діб від початку зберігання концентрація основної речо-

вини стане дорівнювати 90% від початкової (цей момент вважається за-

кінченням терміну придатності препарату). Вихідні дані: 

 початкова концентрація глюкозаміну гідрохлориду 480 мг/г; 

 температура оточуючого середовища 293 К; 

 енергія активації процесу термічного розкладання Е=2,438 10–3 

Дж/моль; 

 константа швидкості процесу К0=2,189 10–3 доба–1. 

Д о в і д к о в а  і н ф о р м а ц і я .   

При зберіганні протиартрозного препарату «Глюкопірин для ін’єкцій 

1.0» вміст основної речовини глюкозаміну гідрохлориду зменшується в ре-

зультаті термічного розкладання. Цей процес можна описати наступним 

диференційним рівнянням: 
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CK
dt

dC
, (4.3) 

де С=С(t) – концентрація основної речовини як функція від часу t (у 

добах), К – коефіцієнт швидкості процесу термічного розкладання. 

Коефіцієнт швидкості К може бути знайдено з рівняння Арреніуса: 

TR

E

eKK 0 , де Е – енергія активації процесу термічного розкладання, К0 – 

константа швидкості процесу, Т – температура оточуючого середовища, 

R=8,31451 кДж/(кмоль K) – універсальна газова константа. 

Відмітимо, що рівняння (4.3) також може бути застосовано до опису 

зміни концентрації лікарських препаратів у крові. В такому випадку С(t) 

позначає концентрацію препарату в крові як функція від часу t (як правило, 

у годинах), коефіцієнт К знаходиться також з рівняння Арреніуса, в якому 

значення енергії активації Е залежить від типу хімічної реакції, а константа 

К0 швидкості процесу зменшення вмісту препарату у крові – від складу 

конкретного лікарського препарату.  

Таким чином, нам необхідно спочатку на основі рівняння Арреніуса 

обчислити значення коефіцієнту швидкості розкладання К (дивись рис.21), 

а потім знайти чисельний розв’язок диференційного рівняння CK
dt

dC
 

за заданої початкової умови. Враховуючи постановку задачі, в даному ви-

падку зручніше буде скористуватися методом Ейлера (дивись рис.22). 

 

Рис.21. Введення вихідних даних задачі й обчислення 

коефіцієнту швидкості процесу термічного розкладення 

глюкозаміну гідрохлориду. 

Після відшукання чисельного розв’язку приступаємо до з’ясування 

терміну придатності препарату, тобто до визначення того моменту часу (кі-

лькості діб, що минули від початку зберігання), коли концентрація глюко-

заміну гідрохлориду достягне 90% від свого початкового значення. При ви-

рішенні цього питання можливі декілька підходів. 
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1-й спосіб (рутинний). Обчисліть, чому дорівнює 90% від початкової 

концентрації глюкозаміну гідрохлориду, а потім знайдіть це значення в 

отриманому масиві чисельного розв’язку, користуючись полосою прокрутки 

(дивись рис.23).  

 

Рис.22. Метод Ейлера розв’язку задачі про процес тер-

мічного розкладення глюкозаміну гідрохлориду. 

Примітка: Хоча це здається й простою справою, дуже часто знайти 

конкретне число серед десятків сотень або тисяч інших чисел доволі скла-

дно, особливо, коли функція розв’язку не є монотонною або крок інтегру-

вання дуже малий. 

Як бачимо на малюнку 23, на 96-ому кроці вимірювання концентра-

ція глюкозаміну гідрохлориду ще перевищувала 432 мг/г, а на 97-му вже 

менше за це значення. Враховуючи, що для кожної доби зберігання препа-

рату у масиві розв’язку маємо по 2 значення концентрації основної речови-

ни, робимо висновок, що термін зберігання препарату повинен складати не 

більше 48 діб (96/2=48). 



 51 

 
Рис.23. Визначення моменту часу, коли концентрація 

глюкозаміну гідрохлориду стане дорівнювати 90% від по-

чаткової, вручну. 

2-й спосіб (з використанням логічної змінної). Кожному значенню ма-

сиву розв’язку С ставимо у відповідність значення 1, якщо Сi більше за 90% 

від початкової концентрації глюкозаміну гідрохлориду, і значення 0, якщо 

Сi менше ніж 90% від початкової концентрації глюкозаміну гідрохлориду. 

Створюємо масив b, що містить ці 0 та 1. Потім рахуємо кількість одиниць у 

масиві  b та, з поправкою на величину кроку інтегрування (h), отримуємо 

кількість діб, в які концентрація основної речовини препарату була меншою 

ніж 90% від свого початкового значення. Схему розв’язку, що описана, по-

казано на рис.24. 

 
Рис.24. Визначення моменту часу, коли концентрація 

глюкозаміну гідрохлориду стане дорівнювати 90% від 

початкової, за допомогою логічної змінної. 
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3-й спосіб (з використанням знань з вищої математики ;-). Загальний 

розв’язок диференційного рівняння CK
dt

dC
 виглядає так: )()( atKetС , 

де а – деяка константа (а |R). Частинний розв’язок (значення параметру а, 

відповідно до нашої задачі) знаходимо з умови С(0)=480 (початкової кон-

центрації). Значення часу t, що відповідає кінцю терміну придатності пре-

парату знаходимо з рівняння. Схему розв’язку, що описана, показано на 

рис.25. 

 

 

Рис.25. Визначення моменту часу, коли концентрація 

глюкозаміну гідрохлориду стане дорівнювати 90% від по-

чаткової, за допомогою аналітичного розв’язку диферен-

ційного рівняння. 

Завдання 3 

Фармацевтична фірма випускає у продаж новий препарат і потребує 

реклами цього лікарського засобу. Маркетологами фірми була підрахована 

загальна кількість N потенційних покупців нового препарату, з яких на по-

чатку рекламної кампанії проінформовано про нього х0 чоловік. Подальша 

інформація розповсюджується серед покупців в процесі спілкування одного 

з іншим. Визначте, через скільки місяців новий препарат стане загальнові-

домим, якщо вихідні дані такі: 

 загальна кількість потенційних покупців N=300 000; 

 початкова кількість покупців, поінформованих про препарат, х0=100; 



 53 

 коефіцієнт інтенсивності спілкування між поінформованими на непоін-

формованими покупцями k=2 10–6. 

Д о в і д к о в а  і н ф о р м а ц і я .   

Якщо позначити x=x(t) кількість покупців, що знають про новий пре-

парат на момент часу t, тоді (N – x) це кількість покупців, що на момент 

часу t ще не поінформовані про нього. Швидкість зростання кількості по-

купців, що знають про новий товар, (тобто похідна 
dt

dх
) пропорційна кіль-

кості зустрічей між поінформованими та непоінформованими покупцями 

(тобто добутку )( xNx ). З цих міркувань отримуємо диференційне рів-

няння: 

)( xNxk
dt

dх
, (4.4) 

де k – додатний коефіцієнт пропорційності, що характеризує інтенси-

вність спілкування між поінформованими та непоінформованими покуп-

цями. 

Розвязок рівняння (4.4) в економі-

чній літературі називають рівнянням 

логістичної кривої. За її вигляд (дивись 

рис. 26) цю криву часто називають S- 

образною кривою. Вона з високою ві-

рогідністю описує розвиток різних сис-

тем, а конкретніше – залежність пока-

жчиків системи від затрат, що вклада-

ються в неї, в частному випадку під за-

тратами мається на увазі час.  

 

Рис.26. Логістична кри-

ва. 

До рівняння (4.4) зводиться також задача про розповсюдження техно-

логічних нововведень.  

Відмітимо, що рівняння (4.4) з точністю до фізичного смислу коефіці-

єнтів є рівнянням Ферхюльста (4.1). 

Таким чином, щоб відповісти на питання задачі, нам необхідно знай-

ти чисельний розв’язок диференційного рівняння (4.4) за відомих значень k 

та N   і заданої початкової умови х(0)=х0. Формалізацію математичної мо-

делі задачі для розв’язання її методом Рунге—Кутта за допомогою функції 

Radau наведено на рис.27. На рис.28 показано, як отримати чисельний ро-

зв'язок рівняння та вилучити з масиву розв'язку значення часу та кількості 

покупців. 

http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A4%D0%B5%D1%80%D1%85%D1%8E%D0%BB%D1%8C%D1%81%D1%82,_%D0%9F%D1%8C%D0%B5%D1%80_%D0%A4%D1%80%D0%B0%D0%BD%D1%81%D1%83%D0%B0
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Рис.27. Розв’язок диференційного рівняння в задачі про 

ефективність реклами методом Рунге—Кутта. 

На рис.29 наведено графік розв'язку рівняння, що показує динаміку 

зміни кількості покупців, що вже знають про новий препарат, протягом 36 

місяців від початку рекламної кампанії. 

З графіку видно, що кількість покупців, поінформованих про новий препа-

рат, добіжить максимально можливої (тобто загальної кількості потенцій-

них покупців N=300 000=3 10
5
) десь між 20-м та 30-м місяцями від початку 

рекламної кампанії. Це і є час, коли новий препарат стане загальновідо-

мим.  

Щоб більш точно визначити час, коли новий препарат стане загаль-

новідомим, скористайтеся масивами значень часу t та кількості покупців х. 

Спочатку в масиві значень t, скориставшись полосою прокрутки, відшукай-

те значення, більше 20 місяців (вони починаються приблизно з 610-го кро-

ку інтегрування, тобто номеру строки масиву). Потім з того ж (610) номеру 

строки в масиві х  починайте більш ретельно відстежувати зміну кількості 

покупців доки вона не збільшиться до максимально можливої (3 105).  

Відповідь на питання задачі показана на рис.30. 
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Рис.28. Розв’язок диференційного рівняння в задачі про 

ефективність реклами методом Рунге—Кутта. 

 

Рис.29. Графік розв’язку диференційного рівняння в за-

дачі про ефективність реклами. 
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Рис.30. Відповідь на питання задачі про ефективність 

реклами. 

 

Завдання для самостійної роботи 

Варіант 1 

Створіть модель розвитку популяції на основі диференційного рівняння 

Ферхюльста (4.1), якщо: 

 коефіцієнт середнього періоду генерації а=4, 

 коефіцієнт смертності с=0,0035, 

 початковий розмір популяції 40. 

 Отримайте значення розміру популяції в кожен день спостереження 

протягом 12 місяців. 

 Побудуйте графік розв’язку. 

 Визначте день, в який популяція досягне граничного (максимального) 

розміру. 
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Варіант 2 

Створіть модель розвитку популяції на основі диференційного рівняння 

Ферхюльста (4.1), якщо: 

 коефіцієнт середнього періоду генерації а=5, 

 коефіцієнт смертності с=0,0007, 

 початковий розмір популяції 30. 

 Отримайте значення розміру популяції в кожен день спостереження 

протягом 6 місяців. 

 Побудуйте графік розв’язку. 

 Визначте день, в який популяція збільшиться у 12,5 разів у порівнянні зі 

своїм початковим розміром. 

Варіант 3 

Створіть модель розвитку популяції на основі диференційного рівняння 

Ферхюльста (4.1), якщо: 

 коефіцієнт середнього періоду генерації а=3,1, 

 коефіцієнт смертності с=0,0044, 

 початковий розмір популяції 15. 

 Отримайте значення розміру популяції в кожен день спостереження 

протягом 12 місяців. 

 Побудуйте графік розв’язку. 

 Визначте день, в який популяція досягне розміру 500 осіб. 

Варіант 4 

Створіть модель розвитку популяції на основі диференційного рівняння 

Ферхюльста (4.1), якщо: 

 коефіцієнт середнього періоду генерації а=1,5, 

 коефіцієнт смертності с=0,00013, 

 початковий розмір популяції 80. 

 Отримайте значення розміру популяції в кожен день спостереження 

протягом 18 місяців. 

 Побудуйте графік розв’язку. 

 Визначте день, в який популяція досягне розміру на 85% більше від по-

чаткового. 
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Варіант 5 

Створіть модель розвитку популяції на основі рівняння Мальтуса (4.2), 

якщо: 

 коефіцієнт середнього періоду генерації а=0,5, 

 початковий розмір популяції 80 000. 

 Отримайте значення розміру популяції в кожен день спостереження 

протягом 9 місяців. 

 Побудуйте графік розв’язку. 

 Визначте день, в який популяція досягне розміру на 70% більше від по-

чаткового. 

Варіант 6 

Створіть модель зміни концентрації лікарського препарату в крові пацієнта 

на основі диференційного рівняння (4.3), якщо: 

 коефіцієнт швидкості зменшення концентрації в крові даного пре-

парату К=0,0018, 

 початкова концентрація 0,5 мг. 

 Отримайте значення концентрації кожної хвилини протягом доби (24 

годин). 

 Побудуйте графік розв’язку. 

 Визначте час, коли концентрація препарату стане дорівнювати 0,2 мг. 

Варіант 7 

Створіть модель розвитку популяції на основі рівняння Мальтуса (4.2), 

якщо: 

 коефіцієнт середнього періоду генерації а=1,47, 

 початковий розмір популяції 1 000. 

 Отримайте значення розміру популяції в кожен день спостереження 

протягом 12 місяців. 

 Побудуйте графік розв’язку. 

 Визначте день, в який популяція досягне розміру 30 тисяч осіб. 
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Лабораторна робота №5 

Побудова математичних моделей і розв’язок медико-

фармацевтичних задач на основі систем диференційних рів-

нянь 

Тема: Різні способи чисельного інтегрування систем 

диференційних рівнянь засобами системи 

комп’ютерної математики MathCAD. 

Мета: Набути навичок складання математичних мо-

делей задач, що допускають представлення у ви-

гляді систем диференційних рівнянь, їх чисельно-

го розв’язку засобами системи комп’ютерної 

математики MathCAD, правильного тлумачення 

й графічного відображення результатів.  

Завдання 1 

Складіть модель взаємодії популяцій біологічних систем в моделі Ло-

ткі—Вольтерри, що описується системою диференційних рівнянь  

212

121

)2(

)5,34(

xxx

xxx
 

за початкового співвідношення жертв х1 до хижаків х2 3:1. 

Д о в і д к о в а  і н ф о р м а ц і я .  (Динаміка популяцій. Рівняння Лоткі—

Вольтерри, рівняння Холлінга — Теннера.) 

Диференційні рівняння широко використовуються для моделювання 

реальних систем, що залежать від часу, в тому числі, для опису та дослі-

дження економічних та біологічних систем.  

В динаміці популяцій є багато прикладів, коли зміна чисельності по-

пуляцій у часі має характер коливань. Одним з найбільш відомих прикла-

дів опису динаміки взаємозалежних популяцій є рівняння Лоткі—

Вольтерри. Розглянемо модель взаємодії хижаків та їхньої здобичі, коли 

між особами одного виду немає суперництва.  

Нехай  x1 і x2 — кількість жертв і хижаків відповідно. Припустимо, що 

відносний приріст жертв 
1

1

х

х
 дорівнює a – b x2, a>0, b>0, де a — швидкість 

розмноження жертв за умови відсутності хижаків, –b x2 — втрати від хи-

жаків. Розвиток популяції хижаків залежить від кількості їжі (тобто жертв), 

за відсутності їжі (x1 = 0) відносна швидкість зміни популяції хижаків дорі-
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внює с
х

х

2

2 , c>0 , наявність їжі компенсує зменшення, й при x1>0 маємо 

1

2

2 xdс
х

х
, d>0.  

Таким чином, система Лоткі—Вольтерри має вигляд:  

212

121

)(

)(

xxdcx

xxbax
, де a, b, c, d >0.  (5.1) 

Оскільки в реальних популяціях присутні багато інших чинників, які 

не враховуються в моделі Лоткі—Вольтерри, ця модель навряд чи може 

претендувати на адекватний опис реальності. Цього недоліку позбавлена 

модель Холлінга—Теннера, що бере до уваги більшу кількість реальних 

факторів. В цій моделі швидкість зміни популяції хижаків задається вира-

зом 1212
2

11 )( xxxbaxxbxa . Він складений виходячи із наступних 

міркувань. Коли їжі (жертв) багато (х2  +∞), популяція хижаків росте за 

правилом Мальтуса із покажчиком a. Зі зменшенням кількості жертв шви-

дкість росту популяції хижаків спадає й при 12 x
a

b
х  стає від’ємною 

(останнє, грубо кажучи, є наслідком припущення, що для підтримки життя 

одного хижака необхідно k = b/a жертв). Швидкість зміни популяції жертв 

складається з трьох компонент: )( 221
2

22 xqxxрxdхс . Перший 

член 2хс  відповідає закону Мальтуса, другий 2
2xd  описує внутрішньо-

видову конкуренцію та інші (екологічні) умови виживаності популяції 

жертв, третій )( 221 xqxxр  описує взаємодію популяції жертв із хижа-

ками. Цей вираз більш правдоподібно відбиває міжвидову взаємодію, ніж 

відповідний член 21 xxd  моделі Лоткі—Вольтерри. В останній кількість 

жертв, що вбиває один хижак за одиницю часу, дорівнює 2xd  і зростає 

пропорційно кількості жертв, що не є правдоподібним. У моделі Холлін-

га—Теннера коефіцієнт хижацтва дорівнює )( 22 xqxр . Він не може пе-

ревищувати величини p/q і за необмеженого зростання популяції жертв до-

бігає, монотонно зростаючи, до числа p/q, що виражає природну потребу 

хижаків у їжі. 

Таким чином, система Холлінга—Теннера має вигляд:  

22122

1211

))((

)(

xxqxpxdcx

xxxbax
, де a, b, c, d, р, q >0.  (5.2) 

Моделі, що розглянуто, можуть описувати поведінку конкуруючих 
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фірм, зростання народонаселення, чисельність армій, що воюють, зміну 

екологічного середовища, розвиток науки, тощо. 

Модель чисельного розв’язку задачі 1 методом Ейлера наведено на 

рис.26. 

 

Рис.26. Чисельний розв’язок системи диференційних рів-

нянь методом Ейлера. 

Графічно розв’язок задачі можна зобразити на координатній площи-

ні, як показано на рис.27. Зверніть увагу, що перший графік показує дина-

міку зміни відшуканих функцій від часу, а другий є фазовим портретом сис-

теми диференційних рівнянь. 

 
Рис.27. Графіки розв’язку і фазова траєкторія системи 

диференційних рівнянь. 
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Модель чисельного розв’язку задачі методом Рунге—Кутта наведено 

на рис.28, а графіки розв’язку на рис.29.  

 

Рис.28. Чисельний розв’язок системи диференційних рів-

нянь методом Рунге—Кутта. 
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Рис.29. Графіки розв’язку системи диференційних рів-

нянь. 

Відмітимо, що аналогічних параметрів потребують також функції, що 

реалізують деякі інші обчислювальні методи розв’язання систем диферен-

ційних рівнянь. Так, замість функції rkfixed (реалізує метод Рунге—Кутта 4-

го порядку з фіксованим кроком інтегрування) в даному прикладі можна 

було використати функцію Rkadapt (реалізує метод Рунге—Кутта 4-го по-

рядку з адаптивним кроком інтегрування), Bulstoer (метод точніший за ме-
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тод Рунге—Кутта, але працює тільки на гладких системах), або Radau (ця 

функція працює навіть на жорстких системах, коли rkfixed або Rkadapt мо-

жуть не давати результату). 

Модель чисельного розв’язку системи диференційних рівнянь за до-

помогою блоку розв’язку з функцією Odesolve наведено на рис.30, а графі-

ки розв’язку на рис.31. 

За замовчанням Odesolve використовує обчислювальний метод Рун-

ге—Кутта з фіксованим кроком інтегрування (Fixed), але, якщо він не пра-

цює, можна скористатися методом з адаптивним кроком (Adaptive) або, 

для дуже «поганих» систем, жорстким (Stiff). Вибір методу інтегрування 

здійснюється правою клавішею миші на функції (дивись рис.32). 

 

 

Рис.30. Чисельний розв’язок системи диференційних рів-

нянь за допомогою функції Odesolve. 
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Рис.31. Графіки розв’язку системи диференційних рів-

нянь. 

 

Рис.32. Вибір методу інтегрування для функції 

Odesolve. 

Завдання 2 

Дослідить взаємодію популяцій «хижак—жертва» у моделі Холлінга—

Теннера (5.2) протягом трьох років співіснування за таких умов: 

 початкова кількість хижаків (х1) дорівнює 10,  

 початкова кількість жертв (х2) дорівнює 150,  

 значення параметрів а=25, b=1,5, c=5,5, d=0,2, p=0,5, q=15. 

 Отримайте чисельний розв’язок системи (5.2) – кількість хижаків та 

жертв у кожний день протягом трьох років співіснування популяцій. 

 Побудуйте графіки розв’язку та фазові траєкторії системи. 

 Визначте моменти часу,  коли чисельності популяцій хижаків та 
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жертв співпадуть;  коли популяція хижаків досягне максимальної кілько-

сті. 

Модель чисельного розв’язку системи диференційних рівнянь Холлін-

га—Теннера для даної задачі за допомогою функції Bulstoer наведено на 

рис.33. Аналогічно значенням, що видають функції, які реалізують метод 

Рунге—Кутта, масив розв’язку системи диференційних рівнянь Х складаєть-

ся з трьох стовпців. Номери строк масиву в наведеній на малюнку моделі 

відповідають дням спостереження за популяціями. Перший стовпчик міс-

тить значення часу t (долі року), другий – значення кількості популяції хи-

жаків (функції х1(t)) у кожен момент часу t, третій – значення кількості по-

пуляції жертв (функції х2(t)) у кожен момент часу t. Як вилучити з масиву 

розв’язку значення чисельності популяцій хижаків та жертв показано на 

рис.34.  

 

Рис.33. Розв’язок системи диференційних рівнянь Холлі-

нга—Теннера за допомогою функції Bulstoer. 
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Рис.34. Інтерпретація розв’язку системи Холлінга—

Теннера, отриманого за допомогою функції Bulstoer. 

Порядок побудови графіків розв’язку наведено на рис.35. Зверніть 

увагу, що на графіку відображено вертикальні лінії сітки, які відповідають 

часовим інтервалам тривалістю 1 місяць. Щоб зробити такі ж, виконайте 

подвійний клік лівою клавішею миші на графіку; з’явиться вікно формату-

вання графіку ―Formatting Currently Selected X-Y Plot‖, в якому перейдіть на 

вкладку X-Y Axes (Осі X-Y) і в розділі X Axis (Вісь X) відключіть позначку 

 Auto grid (Автоматична сітка) та встановіть кількість ділень сітки (Number 

of grids) рівним 36 (ми спостерігаємо за популяціями 3 роки тобто 3 12=36 

місяців).  

 

Рис.35. Порядок побудови графіків розв’язку. 
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Виходячи з вигляду отриманих графіків, можемо описати взаємодію попу-

ляції «хижак—жертва» в даній моделі Холлінга—Теннера таким чином: на 

початку спостереження популяція хижаків починає стрімко зростати, зрос-

тання продовжується десь до кінця третього місяця, коли чисельність хи-

жаків досягає свого піку, потім чисельність хижаків спадає і приблизно на 

дев’ятий місяць спостережень практично стабілізується на рівні трохи ни-

жче двохсот осіб, що триває до кінця періоду спостереження. Щодо попу-

ляції жертв, то вона убуває спочатку спостереження та десь на сьомий-

восьмий місяць кількість жертв стає сталою і залишається на рівні 10 осіб 

до кінця періоду спостереження. 

Для визначення моменту часу, коли кількості популяцій жертв та 

хижаків співпадуть, скористаємося графіками розв’язку та масивами зна-

чень кількості популяцій в кожен день спостереження. Так, з графіків вид-

но, що рівність чисельності двох популяцій спостерігається приблизно на-

прикінці першого місяця їхнього співіснування. Скориставшись масивами 

значень популяцій хижаків та жертв, бачимо (дивись рис.36), що на 27-й 

день популяція хижаків, що в цей час зростає, має біля 57 особів, в той же 

час популяція жертв, що убуває, має більше 60 особів; на 28-й день маємо 

зворотну ситуацію – хижаків вже більше 60, а жертв менше ніж 60. Звідси 

робимо висновок, що кількості хижаків та жертв були рівними десь між 27 

та 28 днями спостереження, тобто у 27-й день. 

 

Рис.36. Визначення дню, в який чисельності популяцій 

хижаків та жертв співпадають. 

Для визначення дню, коли популяція хижаків досягне максимального 

розміру, можна також скористатися масивом значень кількості популяції 

хижаків та за допомогою полоси прокрутки знайти день, після якого кіль-

кість хижаків починає зменшуватися (як видно з графіків, це станеться 

приблизно наприкінці третього місяця). Але ту ж задачу можна вирішити 

швидше, застосувавши логічні вирази, як це показано на рис.37. 
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Рис.37. Визначення дню, в який чисельність популяції 

хижаків досягне максимального розміру. 

 

Як бачимо, максимальна кількість популяції хижаків становить  452 та 

досягається на 82-й день спостереження. 

Завдання 3 

Одна з математичних моделей взаємодії лікарських препаратів може 

бути описана системою диференційних рівнянь: 
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де t – час взаємодії препаратів, хi(t) – концентрації речовин, що взає-

модіють, k – покажчик дії інгібітору, I – коефіцієнт кінетики реакції взає-

модії.  
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 Дослідить запропоновану модель взаємодії при I=5 та різних значеннях 

k=2, k=8, k=16, k=25, k=80. Початкові концентрації субстанцій, що вза-

ємодіють: х0(0)=1,1,  х1(0)=0,5, х2(0)=0,9, х3(0)=0,75. 

 Побудуйте графіки концентрацій субстанцій х0, х1, х2  і  х3  , що взаємо-

діють, та фазові траєкторії системи. 

 

Рис.38. Чисельний розв’язок системи диферен-

ційних рівнянь за допомогою функції Odesolve. 

Д о в і д к о в а  і н ф о р м а ц і я :   

Система диференційних рівнянь у задачі 2 може розглядатися як набір по-

слідовних взаємодій, через які повинні пройти препарати, щоб попасти під 

дію ферментного субстрату. 
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Покажчик k повинен бути від’ємним, бо в іншому разі це призведе скоріше 

до активації чи аугментації, чим до інгібіції. Зростання величини k веде до 

більш сильних коливань і, в решті решт, система виходить з-під контролю.  

Приклад чисельного розв’язку системи диференційних рівнянь, що 

описує взаємодію лікарських препаратів при I=5 та k=20, наведено на 

рис.38.  

Графіки концентрацій наведені на рис.39. Судячи з їх вигляду, можна 

зробити висновок, що на початку взаємодії концентрації речовин змінюва-

лися доволі різко, з великими коливаннями, потім коливання концентрацій 

ставали все більш слабкими і вже після половини періоду спостереження 

концентрації практично сталі. Більш детально дослідити початок взаємодії 

можна, змінивши на графіку праву границю інтервалу значень аргументу 

(дивись рис.40). 
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Рис.39. Динаміка концентрацій лікарських препаратів, 

що взаємодіють. 

 

Рис.40. Динаміка концентрацій лікарських препаратів на 

початку взаємодії. 
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Фазові траєкторії системи наведено на рис.41. 
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Рис.41. Фазові траєкторії. 

Змінюючи значення покажчика дії інгібітору k, відстежте поведінку конце-

нтрацій препаратів, що взаємодіють, і фазових траєкторій. Зробіть виснов-

ки.  

Завдання 4 

Побудуйте модель кінетики оборотної хімічної реакції другого поряд-

ку QRBA k

k

23
2

1

 за таких початкових концентрацій реагентів:  

 А – 0,8 кмоль/м3,   В – 0,6 кмоль/м3,   

R – 0,1 кмоль/м3,   Q – 0,2 кмоль/м3.  

 Енергія активації першої стадії реакції Е1=40 103 м3/(кмоль сек),  

 енергія активації другої стадії реакції Е2=44 103 м3/(кмоль сек);  

 передекспоненційні множники для відшукання коефіцієнтів швидкості 

реакції k1 та  k2  дорівнюють k10=5 106 м3/(кмоль сек), k20=4 106 

м3/(кмоль сек); 

 універсальна газова константа R=8,31451 кДж/(кмоль K). 

 Температуру оточуючого середовища вважати сталою і такою, що до-

рівнює Т=298 K. 

Д о в і д к о в а  і н ф о р м а ц і я .  (Моделювання кінетики хімічних реакцій.) 

В простій необоротній хімічній реакції BbAa
k

, де А – реагент, В – 

продукт реакції, а і b – деякі стехіометричні коефіцієнти, k – коефіцієнт 

швидкості реакції; зміна концентрацій реагенту та продукту може бути 

описана системою диференційних рівнянь: 
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a

a

Akb
dt

dB

Aka
dt
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(тут великими літерами А і В ми позначили концентрації 

відповідних речовин). 

Якщо під час реакції змінюється температура (Т), то до цієї системи 

необхідно додати рівняння теплового балансу: 

a

p

p
Ak

c

Q

dt

dT
, 

де Qp – внутрішній тепловий ефект реакції, ср – питома 

теплоємність реакційної суміші. 

Знак «плюс» перед рівнянням відповідає зростанню температури в 

процесі реакції (екзотермічна реакція), знак «мінус» – її зменшенню (ендо-

термічна реакція). 

Коефіцієнт швидкості реакції може бути розрахований на підставі рі-

вняння Арреніуса за формулою: 

TR

E

ekTkk 0)( , 

де Е – енергія активації, Т – температура, R – універ-

сальна газова константа, R=8,31451 кДж/(кмоль K), 

k0 – деякий передекспоненційний множник. 

Оборотну реакцію другого порядку на кшталт:  

QqRrCcBbAa k

k

2

1

, де А, В, С, R і Q – реагенти й продукти реакції, 

a, b, c, r, q – стехіометричні коефіцієнти, ki – коефіцієнти швидкості i-ї ста-

дії реакції; можна представити як суперпозицію двох простих реакцій і, ві-

дповідно, описати наступною системою  диференційних рівнянь: 
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. 

Так само, як і у випадку простої реакції, якщо спостерігається зміна 

температури (Т), то до цієї системи додаємо рівняння теплового балансу 

(для екзотермічних реакцій зі знаком «плюс», для ендотермічних зі знаком 

«мінус»): 

)( 21
qrсba

p

p
QRkCBAk

c

Q

dt

dT
. 



 73 

Коефіцієнти швидкості реакції розраховуються за формулами: 

TR

E

iii

i

ekTkk 0)( , 

де Еi – енергія активації i-ї стадії реакції, Т – температура, R – універсальна 

газова константа, k0i – передекспоненційні множники. 

Як витікає із сказаного вище, оборотній хімічній реакції другого по-

рядку QRBA k

k

23
2

1

, що протікає за сталої температури, відповідає така 

система диференційних рівнянь, яка описує динаміку зміни концентрацій 

речовин-реагентів: 
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Перед тим, як розв’язувати систему, необхідно задати значення ві-

домих параметрів та обчислити за наведеними вище формулами коефіцієн-

ти кінетики k1 і k2 (дивись рис.42). Зверніть увагу, що усі нижні індекси у 

позначеннях змінних тут є текстовими (наприклад, k1 друкується на клавіа-

турі введенням послідовності з трьох символів: k, крапка, 1).  

 

Рис.42. Моделювання кінетики оборотної хімічної реак-

ції другого порядку (введення значень й попередні об-

числення параметрів, що використовуються). 
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Після того, як обчислені коефіцієнти кінетики, переходимо безпосе-

редньо до розв’язку системи диференційних рівнянь, що описує зміну кон-

центрацій реагентів у часі.  Реалізація в MathCAD моделі розв’язку цієї сис-

теми за допомогою функції Odesolve наведена на рис.43. Графіки розв’язку 

наведені на рис.44. 

 

 

 

 

Рис.43. Моделювання кінетики оборотної хімічної реак-

ції другого порядку (чисельний розв’язок системи дифе-

ренційних рівнянь за допомогою функції Odesolve). 
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Рис.44. Графіки розв’язку системи. 

Завдання 5 

Розв’яжіть чисельно систему диференційних рівнянь, що описує динаміку 

концентрацій реагентів оборотної хімічної реакції другого порядку із по-

переднього завдання за допомогою функції Rkadapt. Знайдіть момент часу, 

коли концентрації реагентів В та Q співпадуть.  

Завдання 6 

Реалізуйте метод Ейлера чисельного інтегрування системи диференційних 

рівнянь для моделі кінетики оборотної хімічної реакції другого порядку з 

попереднього завдання. Знайдіть момент часу, коли концентрація реагенту 

В досягне 60% від своєї початкової концентрації.  

Завдання 7 

Побудуйте математичну модель розвитку епідемії за наступних па-

раметрів: 

 Початкова кількість інфікованих осіб 1 тис., 

 початкова кількість сприйнятливих до інфекції осіб, що можуть 

заразитися, 200 тис., 

 несприйнятливих до інфекції осіб (з імунітетом) на початку епі-

демії немає. 

 Коефіцієнт захворюваності  = 1 10—5 , 

 коефіцієнт одужання  = 0,3. 

 Отримайте значення кількості хворих (інфікованих), сприйнятливих 
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(здорових) та несприйнятливих (тих, що набули імунітет) осіб у кожен 

день протягом 24 місяців розвитку епідемії за допомогою методу Рунге—

Кутта та побудуйте графіки. 

 Визначте, на який день від початку епідемії  станеться пік захворю-

ваності,  кількість хворих співпаде з кількістю здорових осіб, сприйнят-

ливих до інфекції,  кількість осіб, сприйнятливих до інфекції, співпаде з кі-

лькістю осіб, несприйнятливих до інфекції. 

Д о в і д к о в а  і н ф о р м а ц і я .  (Математична модель розвитку епідемії.) 

У найпростішій математичній моделі розвитку епідемії описується 

розповсюдження інфекційного захворювання в ізольованій популяції. Осо-

би популяції підрозділяються на три класи. Інфікований клас чисельністю 

x(t) (t — час) складається з інфікованих осіб (тих, що захворіли), кожна з 

цих осіб заразлива (припускається, що інкубаційний період захворювання 

такий короткий, що їм можна знехтувати). Другий клас чисельністю y(t) 

складають сприйнятливі особи, тобто особи, що є здоровими, але можуть 

заразитися при контакті з інфікованими особами. І, нарешті, третій клас 

складається з несприйнятливих до інфекції осіб (тих, що набули імунітет 

або загинули внаслідок захворювання). Його чисельність позначається z(t). 

Припускається також, що загальна чисельність популяції n є сталою (тобто 

не враховуються народження, природні смерті й міграція). Дві гіпотези, що 

лежать в основі моделі такі:  

1) захворюваність в момент часу t дорівнює x(t) y(t) (ця гіпотеза базу-

ється на правдоподібному припущенні, що кількість осіб, що захворіли, 

пропорційна кількості зустрічей між хворими й сприйнятливими до інфек-

ції особами, яка в свою чергу в першому наближенні пропорційна x(t) y(t)); 

таким чином чисельність класу x зростає, а чисельність класу y зменшуєть-

ся зі швидкістю x(t) y(t). Константу пропорційності  (  > 0) називають 

коефіцієнтом захворюваності;  

2) чисельність осіб, що стають несприйнятливими (набувають імуні-

тет чи помирають) росте зі швидкістю, що пропорційна чисельності хво-

рих, тобто зі швидкістю x(t). Константу пропорційності  (  > 0) назива-

ють коефіцієнтом одужання.  

В результаті отримуємо систему рівнянь: 
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Таким чином, для відповіді на усі питання задачі необхідно 

розв’язати систему диференційних рівнянь (5.3) за заданих значень пара-

метрів  і  та початкових значень функцій х(t), y(t) та z(t). Модель чисе-

льного розв’язку цієї системи методом Рунге—Кутта за допомогою функції 

Radau наведено на рис. 45. Отримання масиву розв’язку та вилучення з 

нього діапазонів значень аргументу t  і функцій х(t), y(t) та z(t) показано на 

рис. 46. 

 

Рис.45. Розв’язок системи диференційних рівнянь в ма-

тематичній моделі епідемії методом Рунге—Кутта. 
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Рис.46. Розв’язок системи диференційних рівнянь в ма-

тематичній моделі епідемії методом Рунге—Кутта. 

Як бачимо, масив розв’язку s складається з чотирьох стовпців, пер-

ший з яких містить значення аргументу – часу t (у місяцях) на кожному 

кроці інтегрування, другий – значення функції х(t), тобто кількості хворих 

(інфікованих) осіб на кожному кроці інтегрування (у кожен день спостере-

ження за розвитком епідемії), третій – значення функції у(t), тобто кількос-

ті здорових осіб, сприйнятливих до інфекції, у кожен день спостереження 

за розвитком епідемії, четвертий стовпчик – значення функції z(t), тобто 

кількість осіб, вже несприйнятливих до інфекції, у кожен день спостере-

ження за розвитком епідемії.  

Графіки розв’язку показано на рис. 47. 
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Рис.47. Графіки розв’язку системи диференційних рів-

нянь в математичній моделі розвитку епідемії. 

 

Як бачимо з графіків, на початку епідемії відбувається різке зростання чи-

сельності інфікованих (хворих) осіб, яке досягає максимуму (пік захворю-

ваності) приблизно на 4-й місяць від початку розвитку епідемії. В той же 

час зменшується кількість здорових (сприйнятливих до інфекції) осіб та 

зростає кількість тих, що набули імунітет. Десь на 20-й місяць епідемія 

вщухає, тобто кількість хворих та сприйнятливих до інфекції осіб встанов-

люється на рівні біля 0 в той час як кількість осіб з імунітетом добігає мак-

симальної кількості (тобто загальної чисельності популяції = 201 тис. осіб). 

На який день від початку епідемії,  станеться пік захворюваності,  

кількість хворих співпаде з кількістю здорових осіб, сприйнятливих до ін-

фекції,  кількість осіб, сприйнятливих до інфекції, співпаде з кількістю 

осіб, несприйнятливих до інфекції, визначте самостійно, скориставшись, 

наприклад, способами, що були застосовані для відповіді на аналогічні пи-

тання при вирішенні завдання 2 цієї лабораторної роботи (задача про взає-

модію популяцій в моделі Холлінга—Теннера).  

Завдання 8 

Побудуйте математичну модель розвитку епідемії за таких самих  

параметрів, як і в попередньому завданні, але з додатковою умовою: 

 З початку епідемії починається вакцинація, тобто особи, сприй-

нятливі до інфекції, набувають штучного імунітету із коефіцієнтом шви-

дкості  = 0,5. 

 Отримайте значення кількості хворих (інфікованих), сприйнятливих 

(здорових) та несприйнятливих (тих, що набули імунітет) осіб у кожен 

день протягом 24 місяців розвитку епідемії та побудуйте графіки. 

 Визначте, на який день від початку епідемії станеться пік захворювано-

сті. На скільки він буде відрізнятися від піку захворюваності при епідемії, 
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що протікає без вакцинації?  

 Визначте, на скільки раніше закінчиться ця епідемія ніж епідемія, що 

протікає без вакцинації? 

 Змінюючи значення коефіцієнту швидкості вакцинації , дослідить, як 

він впливає на термін закінчення епідемії. Яке повинно бути значення , 

щоб епідемія скінчилася за 6 місяців?  

Якщо відбувається вакцинація, особи, що є сприйнятливими до інфе-

кції, набувають штучного імунітету зі швидкістю  y(t), що вносить зміни до 

системи диференційних рівнянь (5.3), і вона набуває вигляду: 

)()(

)()()(

)()()(

tуtx
dt

dz

tуtytx
dt

dy

txtytx
dt

dx

 

Таким чином, для відповіді на усі питання задачі необхідно 

розв’язати цю систему диференційних рівнянь за заданих значень параме-

трів ,  і  та початкових значень функцій х(t), y(t) та z(t). 

 

Завдання для самостійної роботи 

Варіант 1 

Побудуйте модель взаємодії популяцій біологічних систем в моделі Лот-

кі—Вольтерри (5.1) за початкового співвідношення жертв х1 до хижаків х2 

2:1 та наступних параметрів: 

 швидкість розмноження жертв за відсутності хижаків а=4, 

 коефіцієнт втрат жертв від хижаків b=3,5, 

 відносна швидкість зменшення популяції хижаків за відсутності 

їжі с=2, 

 коефіцієнт компенсації зменшення популяції хижаків d=1. 

 Побудуйте графіки розв’язку й фазові портрети динамічної системи. 

Варіант 2 

Побудуйте модель динаміки популяції хижаків в моделі Лоткі—Вольтерри 

(5.1) за відсутності жертв (х1 = 0) й відносної швидкості зменшення попу-

ляції хижаків за відсутності їжі с=4. Побудуйте графік динаміки популяції 

хижаків. 
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Варіант 3 

Побудуйте модель динаміки популяції жертв в моделі Лоткі—Вольтерри 

(5.1) за відсутності хижаків (х2 = 0) й швидкості розмноження жертв за від-

сутності хижаків а=2. Побудуйте графік динаміки популяції жертв. 

Варіант 4 

Побудуйте модель кінетики оборотної хімічної реакції другого порядку  

. 

Виконайте розрахунок залежностей концентрацій реагентів A, B, R, T і Q 

від часу та побудуйте графіки цих залежностей. 

Вихідні дані для розрахунків такі: 

 Початкові концентрації: 

А – 0,9 кмоль/м
3
,   В – 0,8 кмоль/м

3
,   

R – 0,5 кмоль/м
3
,   Т і Q – 0 кмоль/м

3
.
 
 

 Коефіцієнти швидкості реакції k1=0,016 м
3
/(кмоль сек), k2=0,018 

м
3
/(кмоль сек), k3=0,02 м

3
/(кмоль сек). 

 Час спостереження за реакцією 50 хвилин, крок інтегрування 1 се-

кунда. 

 Температуру оточуючого середовища вважати сталою. 

 Визначте моменти часу: 

 коли концентрації реагентів R і Т співпадуть;  

 коли концентрація реагенту R досягне 85% від свого початкового 

значення. 

Варіант 5 

Побудуйте модель кінетики оборотної хімічної реакції другого порядку  

. 

Виконайте розрахунок залежностей концентрацій реагентів A, B, D, F і R 

від часу та побудуйте графіки цих залежностей. 

Вихідні дані для розрахунків такі: 

 Початкові концентрації: 

А – 0,8 кмоль/м
3
,   В – 0,6 кмоль/м

3
,   

D – 0,1 кмоль/м
3
,   F – 0,2 кмоль/м

3
,    R – 0 кмоль/м

3
.
 
 

3A+2B

k1

k2

k3

R

2T+Q

2A+3B      D+3F      R
k1

k2

k3
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 Коефіцієнти швидкості реакції k1=0,016 м
3
/(кмоль сек), k2=0,02 

м
3
/(кмоль сек), k3=0,018 м

3
/(кмоль сек). 

 Час спостереження за реакцією 180 хвилин, крок інтегрування 1 

секунда. 

 Температуру оточуючого середовища вважати сталою. 

 Визначте моменти часу: 

 коли концентрації реагентів F та В співпадуть;  

 коли концентрація реагенту А досягне 75% від свого початкового 

значення. 

Варіант 6 

Дослідить взаємодію популяцій «хижак—жертва» у моделі Холлінга—

Теннера (5.2) протягом шости місяців співіснування за таких умов: 

 початкова кількість хижаків (х1) дорівнює 2,  

 початкова кількість жертв (х2) дорівнює 25,  

 значення параметрів а=5, b=0,3, c=1,1, d=2, p=5, q=4. 

 Отримайте чисельний розв’язок системи (2) – кількість хижаків та 

жертв у кожний день протягом шости місяців співіснування популяцій 

(вважати, що в кожному місяці рівно 30 днів).  

 Побудуйте графіки розв’язку та фазові траєкторії системи.  

 Визначте моменти часу: 

 коли чисельності популяцій хижаків та жертв співпадуть;  

 коли популяція хижаків досягне максимальної кількості. 

Варіант 7 

Побудуйте модель кінетики оборотної хімічної реакції другого порядку  

. 

Виконайте розрахунок залежностей концентрацій реагентів A, B, D, F і R 

від часу та побудуйте графіки цих залежностей. 

Вихідні дані для розрахунків такі: 

 Початкові концентрації: 

А – 0,8 кмоль/м
3
,   В – 0,6 кмоль/м

3
,   

D – 0,1 кмоль/м
3
,   F – 0,2 кмоль/м

3
,    R – 0 кмоль/м

3
.
 
 

 Коефіцієнти швидкості реакції k1=0,016 м
3
/(кмоль сек), k2=0,02 

м
3
/(кмоль сек), k3=0,018 м

3
/(кмоль сек). 

 2A+B      D+3F      2R
k1

k2

k3
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 Час спостереження за реакцією 50 хвилин, крок інтегрування 1 се-

кунда. 

 Температуру оточуючого середовища вважати сталою. 

 Визначте моменти часу: 

 коли концентрації реагентів A та В співпадуть;  

 коли концентрація реагенту B досягне 90% від свого початкового 

значення. 

Варіант 8 

Побудуйте модель кінетики оборотної хімічної реакції другого порядку  

. 

Виконайте розрахунок залежностей концентрацій реагентів A, B, D, F і R 

від часу та побудуйте графіки цих залежностей. 

Вихідні дані для розрахунків такі: 

 Початкові концентрації: 

А – 0,6 кмоль/м
3
,   В – 0,8 кмоль/м

3
,   

D – 0,1 кмоль/м
3
,   F – 0,2 кмоль/м

3
,    R – 0 кмоль/м

3
.
 
 

 Коефіцієнти швидкості реакції k1=0,021 м
3
/(кмоль сек), k2=0,016 

м
3
/(кмоль сек), k3=0,018 м

3
/(кмоль сек). 

 Час спостереження за реакцією 45 хвилин, крок інтегрування 1 се-

кунда. 

 Температуру оточуючого середовища вважати сталою. 

 Визначте моменти часу: 

 коли концентрації реагентів D та F співпадуть;  

 коли концентрація реагенту F зросте до 120% від свого початкового 

значення. 

Варіант 9 

Побудуйте модель кінетики оборотної хімічної реакції другого порядку  

. 

Виконайте розрахунок залежностей концентрацій реагентів A, B, D, F і R 

від часу та побудуйте графіки цих залежностей. 

Вихідні дані для розрахунків такі: 

 Початкові концентрації: 

 A+3B      2D+F      2R
k1

k2

k3

 A+3B      2D+F      3R
k1

k2

k3
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А – 0,6 кмоль/м
3
,   В – 0,8 кмоль/м

3
,   

D – 0,1 кмоль/м
3
,   F – 0,2 кмоль/м

3
,    R – 0 кмоль/м

3
.
 
 

 Коефіцієнти швидкості реакції k1=0,021 м
3
/(кмоль сек), k2=0,016 

м
3
/(кмоль сек), k3=0,018 м

3
/(кмоль сек). 

 Час спостереження за реакцією 45 хвилин, крок інтегрування 1 се-

кунда. 

 Температуру оточуючого середовища вважати сталою. 

 Визначте моменти часу: 

 коли концентрації реагентів D та F співпадуть;  

 коли концентрація реагенту F зросте до 120% від свого початкового 

значення. 

Варіант 10 

Побудуйте модель кінетики оборотної хімічної реакції другого порядку  

. 

Виконайте розрахунок залежностей концентрацій реагентів A, B, D, F і R 

від часу та побудуйте графіки цих залежностей. 

Вихідні дані для розрахунків такі: 

 Початкові концентрації: 

А – 1 кмоль/м
3
,   В – 0,8 кмоль/м

3
,   

D – 0 кмоль/м
3
,   F – 0 кмоль/м

3
,   R – 0,7 кмоль/м

3
.
 
 

 Коефіцієнти швидкості реакції k1=0,02 м
3
/(кмоль сек), k2=0,015 

м
3
/(кмоль сек), k3=0,018 м

3
/(кмоль сек). 

 Час спостереження за реакцією 120 хвилин, крок інтегрування 1 

секунда. 

 Температуру оточуючого середовища вважати сталою. 

 Визначте моменти часу: 

 коли концентрації реагентів R та B співпадуть;  

 коли концентрація реагенту F збільшиться до 0,5 кмоль/м
3
. 
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